Ayudantia deProbabilidad Avanzada.

Solucién de la tarea 2.
Henry Panti.

4. Ya que 1/p+ 1/q = 1, entonces para cualesquiera a, b positivos se satisface

13.

ab < p~ta? + ¢ vl
De aqui,
| X Yo| < p7HXolP + ¢ YL

Ya que (| X,|P) y (|Yn|P) son u.i. se tiene que (p~!X,|P + ¢~ '|Y,|?) también lo es. Por
lo tanto, (X, Y,,) es u.i.

Mostraremos solamente que X,, — X en L', la convergencia de las medias se sigue del
ejercicio 13 b) de la lista 2. Tenemos

E(Xa|) < E(Y,) < sup E(Y,) < oo,

ya que E(Y},) es una sucesién convergente. Entonces, X,, € L', n > 1. Adema4s, usando
| X,,| <Y, y el lema de Fatou:

E|X| <liminf E(Y,) < sup E(Y,).

n

Lo que muestra que X € L'. Para mostrar que X,, converge a X en L', considere la
sucesion (Z,) dada por Z, =Y +Y, —|X, — X|,n>1. Yaque | X,| <Y,y |X| <Y,
se sigue que Z,, > 0, n > 1. Ademas, Z,, — 2Y c.s. Usando de nuevo el lema de Fatou
obtenemos

E(2Y) = E(liminf Z,)) < liminf E(Z,) = 2E(Y") — limsup F|X,, — X|,

n—00 n—00 n—00

de donde
limsup E|X,, — X| <0.

n—o0

Lo que muesttra que X,, converge a X en L.

(a) Mostraremos que si X,, — 0 en probabilidad entonces para cualquier p > 0,

X" — 0 babilidad (1)
—_— en probabilida
T+ X, [P b
y
R
El———— | —0. 2
(T )
Defina h(z) = %, x > 0. Ya que h es continua, se obtiene inmediatamente

que h(|X,|) — h(0) = 0 en probabilidad. Lo que muestra (1). Para obtener (2),
observe que h(z) < 1, z > 0. Esto implica que la sucesién (h(]X,|)) es u.i. y como
h(X,) — 0 en probabilidad, entonces h(|X,|) — 0 en L', esto es (2).

1



(b)

Escriba h(z) = 1 — 5, © > 0. De aqui se obtiene que h(z) es creciente. Ademés,

h(z) > 0, para = > 0. Entonces para toda € > 0,
P(|X,| >¢€) < P(h(]X,|) > h(e)) — 0.

En (a) se prob6 que si X,, — 0 en probabilidad entonces (2) es vélido. Ahora,
supongamos que (2) es vdlido. La ecuacién (2) significa que h(X,) — 0 en L'y
de aqui en probabilidad, luego por (b), | X,| — 0 en probabilidad.

Tenemos
~on 1 1
~lognn  logn

E(Xy)
También para a > 0,

1 :on
logn S logn > o,

E(|Xn|1x,5a)) =

0 si IL S Q.
ogn

Ya que 1/log z es decreciente y x/logx — oo cuando x — 0o, entonces

1
sup E<|Xn|1{|Xn\>a}) < — 07

~ loga

cuando o — 00.

Supongamos que existe variable aleatoria Y tal que X,, <Y, para toda n. Enton-
ces Y(w) > n/logn para toda w € (0,1/n) y

n=1
>§: n (1 1
_nzllogn n n+1
- 1
:;(n—kl)logn_

Lo que contradice que Y es integrable.

Tenemos E(X,) = 0, para toda n, entonces F(X,) — 0. Ahora, dado ¢ > 0,
tenemos

2
P(|X,| >¢) <——=0.
n

Finalmente,
2 sin > a,
E(|Xn|1{x,15a}) =
0 sin<a.
Y de esta forma, sup,, £(|X,|1{x,>a}) = 2, lo que muestra que {X,,n > 1} no

es u.i.



17. (a) Sea x un punto de continuidad de Fl, la distribucién de la variable aleatoria X.
Sea € > 0, entonces existe M € N tal que

|Fx, (z) — Fx(z)| <€, Vn>M.
Entonces,
|[Fxy, (2) = Fx(2)] < Y |Fx, (2) = Fx(2)|P(Ny = n)
<2MP(Ny < M)+ eP(Ny, > M).
Ya que N, — oo en probabilidad cuando k — oo, se sigue
lilggior.}f [Fxy, (2) — Fx(2)] < e

De aqui, Xy, — X en distribucién cuando k — oo.

(b) Sea Y, = sup,,>, |Xm — X|. Sabemos que X,, — X c.s. si y s6lo si ¥, — 0 en
probabilidad (ejercicio 2 de la lista 2). Ahora bien, para € > 0, n > 1 se satisface

P(‘XNk—X| >€):P(|XNk—X’ >E,Nk<n>+P<|XNk—X’ >E,Nk2n)
< P(N, <n)+ P(Y, > ¢).

Haciendo k — oo y luego n — oo se sigue limy_,o, P(|Xn, — X| > €) = 0. Lo que
muestra el resultado.



