Ayudantia de Probabilidad Avanzada.

Solucién de la tarea 1.
Henry Panti.

3. Tenemos
A = {weN: X, (w) es sucesién de Cauchy }

= NU N {weQ:Xaw) = Xn(w)| < 1/k}

k>1 N>1nm>N
De aqui, A € F. Ahora, sea X = 141lim,_,, X,,, entonces X,,(w) — X (w) para w € A.
7. Suponga que X € L', Ay A, eventos.

a) Tenemos que X,, = |X|1{x|<ny — |X| cuando n — oco. Y ya que |X,| < |X]|y

X € L', el teorema de convergencia dominada asegura:

/ ]X|dP—>/|X|dP,
{Ix|<n}

cuando n — o0o. Entonces

0< ‘/ XdP‘ g/ | X|dP :/|X|dP—/ | X|dP — 0,
{1X|>n} {1X|>n} {IX|<n}

cuando n — 0.

b) Sea € > 0. Por a), existe M tal que [, ., |X|dP < e. Entonces,

/ |X|dP:/ |X|dP+/ | X|dP < MP(A,) +e.
An Ann{|X|<M} AnN{|X|>M}

Ya que P(A,,) — 0, cuando n — oo, se sigue

h’msup/ | X|dP <e.

n—oo n

De aqui se obtiene el resultado.

c) Recordemos que para todo A € F, [, [X[|dP = [, 150 [X|dP. Por (a), si
P(AN{|X]| > 0}) =0, entonces [, | X|dP = 0.
Supongamos ahora que [, |[X|dP = 0. Sean B, = {w € Q : [X(w)| > 1/n}, n > 1.
Tenemos que B, T U,>1B, = {|X]| > 0}, entonces

1
O:/ ]X]dP:/ |X]dP2/ | X|dP > —P(AN B,),
A AN{|X|>0} ANB, n

para toda n > 1. De aqui, P(AN {|X]| > 0}) = lim, .. P(AN B,) =0.

1



d) Tenemos

/(X — BE(X))*dP = Var(X) = 0,

entonces por (¢), P((X — E(X))? > 0) =0 o bien P(X = F(X)) = 1.
e) Se puede mostrar que para A, B € F:
lapap = |14 —1p].

Usando la relacién anterior y b) tenemos

/ XdP — /XdP‘ / | X |dP — 0,
AnAA

cuando P(A,AA) =d(A,, A) — 0.

10. Sin pérdida de generalidad supongamos que {X,,} es creciente. Sea A, j los conjuntos
dados por
Apge = {0 [Xn(w) = X(@)| < 1/k}, n k> 1,

Tenemos que
{w: X, (w) ﬂU mAnk—ﬂhmmfAnk
k1 NSl n>N n— 00

Ahora bien, como {X,,} es creciente, entonces para cada k, {A, x} es creciente. Ademas,
ya que X,, — X en probabilidad, también se tiene que lim,_,~, P(A4,x) = 1, para cada
k. De lo anterior, se sigue que para todo k,

P(liminf A, ) = lim P(A4, ) =1.
n—oo n—o0

Por lo tanto, P(X, — X) = 1. En otras palabras, X,, — X c.s.

13. (a) Mostrar que E|X,|? — E|X|? es equivalente a probar que || X,||, = ||X]||,- Ahora
bien, ya que || - || es una norma en LP, se satisface

HXnllp = 11X ]| < [1X0 = Xl
Ya que X,, = X en L? (||X,, — X||, — 0, cuando n — 00), el resultado se sigue.
(b) Como X,, — X en L', E|X,, — X| — 0. De aqui,
|E(X,) — EX)|=|EX,—-X)| <EX,—X|—0.

Lo que muestra (b).

Para mostrar que el reciproco es falso, considere la sucesion de v.a. {X,,} definidas
por

1
PX,=1)=1-P(X,=-1)= 5
Sea X = 0, entonces E(X,) — F(X), pero E|X, — X| = 1.
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(c¢) Primero observemos que
EIXy = X[ = [[Xo = Xl < [[ X0 = X2

De aqui, X,, — X en L'. Usando (b), se afirma que F(X,)? — E(X)?. Por otro
lado, por (a), F(X?2) — E(X?). Por lo tanto,

Var(X,) = BE(X2) — E(X,)? — E(X?) — BE(X)? = Var(X).

26. Recordemos que para cualquier sucesién de nimeros reales {a,}, si a, — a entonces

LS i ar — a, cuando n — co. Usaremos este hecho en los incisos (a) y (b).

a) Sea ¥ = {w € Q : X,(w) — 0}. Entonces por la nota, para cada w €

@) 5 0. Esto prueba el resultado.

n

b) Usando de nuevo la nota y la desigualdad de Minkowski, tenemos

Sn
n

1 n
< EZ |1 Xkl = 0.
P k=1

Esto prueba (b).
c) Sea ((0,1]B((0,1]),m), m medida de Lebesgue. Defina {X,,} por
X1=2-1Lp1/2, Xo=2 1@y,
X3 =3 10,13, Xa=3 1uz/m, Xs=3 1gmi,
Xe =4 Lo1/4, Xr=4 -1amuzmu, Xs=4 Louzmu, Xo=4 Liui,

Entonces X,, — 0 en probabilidad, pero

1
§(X1 + Xy) =1,

1
5(X1_|_..._|_X5):1

1

d) Escriba

en probabilidad.



