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Probabilidad Avanzada I
Problemas 2
Los problemas 3, 7, 10, 13 y 26 son para entregar el martes 07/02/12.

1

. Sean X,, n > 1 una sucesién ii.d. con P(X, =1) =1/2 = P(X,, = —1). Demuestre que = Z?:l X converge a 0

n

en probabilidad. (Ayuda: Sea S, = 377, X, use la desigualdad de Chebyshev para P(|S,| > ne)).

. Sea (X,,,n > 1) una sucesién de v.a. Demuestre que X, — X c.s. sii sup;,, | X — X| — 0 en probabilidad.

Sea X,,,n > 1 variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad comin (2, F, P). Demuestre que el
conjunto A = {w € Q: la sucesién X, (w) converge } es un evento, es decir, estd en F, y existe una v.a. X tal que
Xn(w) — X(w) para w € A.

Sea (X,,n > 1) una sucesién de variables centradas con varianza finita. Suponga que lim,_ ., Var(X,) = 0.
Demuestre que X,, converge a 0 en L? y en probabilidad.

Sea (X,,n > 1) una sucesién i.i.d. de variables centradas con varianza finita. Sea S,, = Z?Zl X, demuestre que
%Sn converge a 0 en L? y en probabilidad.

Suponga que X, — X c.s. y |X| < 0o c.s. Sea Y = sup,, | X,,|. Demuestre que Y < oo c.s.
Suponga que X € L' y Ay A,, son eventos.
a) Muestre que f{\X\>n} XdP — 0.

b) Muestre que si P(A,) — 0, entonces fAn XdP — 0.
(Ayuda: Descomponga, para M grande, [, [X|dP = [, o vicany | XIAP + [y (oxisan [X[dP).

¢) Demuestre que [, |X|dP = 0sii P(AN{|X|> 0}) =0.

d) Si X € L? muestre que Var(X) = 0 implica que P(X = E[X]) = 1 de modo que X es igual a una constante
con probabilidad 1.

e) Suponga que (2, F, P) es un espacio de probabilidad y A; € F, i = 1, 2. Definimos la distancia entre conjuntos
d:F xF— Rpord(A,Az) = P(A1 A As). Verifique el siguiente resultado: Si A,, A € Fy d(4,,A) — 0

entonces
/ XdP — / XdP
A, A

de modo que la funcién A — f 4 XdP es continua.
Si X,, » X vy Y, — Y ambas en probabilidad, entonces X,, +Y,, - X 1Y, X,,Y,, — XY, también en probabilidad.
Si X,, — X y X,, = Y ambas en probabilidad, entonces X = Ye.s.
Sea (X,,n > 1) una sucesién mondtona de v.a. Si X,, — X en probabilidad entonces X,, — X c.s.
Sea (X,Y) = E(XY) para variables aleatorias X,Y con varianza finita y defina || X|| = ((X, X))/2. Demuestre que
(a) (aX +bY,Z) =a(X,Z) +b(Y,Z)
®) | X +Y|?+ X = Y[]2=2(]|X]|]> + ||Y]|*> (La ley del paralelogramo).
(c) Si (X;, X;) =0 parai # j entonces || > Xi||* = >°7 || X:l|*
Halle variables aleatorias X, X1, Xa, ... tales que E(|X,, — X|?) — 0 cuando n — oo pero E|X,,| = oco.
(a) Suponga que X,, — X en L”,p > 1. Demuestre que E| X, |? — E|X?.
(b) Suponga que X,, — X en L!. Demuestre que E(X,,) — E(X). ;Es cierto el recfproco?
(¢) Suponga que X,, — X en L?. Demuestre que Var(X,) — Var(X).
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(Métrica de Lévy) Dadas dos funciones de distribucién F'y G definimos
d(F,G)=mf{6 >0: F(x —0) — 0 < G(z) < F(x + ) + 0, para todo z € R}
Demuestre que d es una métrica en el espacio de las funciones de distribuciéon y que convergencia respecto a esta

métrica equivale a convergencia en distribucion.

Sea X,,,n > 1 una sucesién de v.a. y sea ¢,,n > 1 una sucesién de nimeros reales que converge a c. Demuestre que
si X,, — X entonces ¢, X,, — cX para convergencia casi segura, en probabilidad, en L?,p > 1 o en distribucién.

Sea X,, una sucesién de v.a.i. que converge en probabilidad al limite X. Demuestre que X es una funcién constante
con probabilidad 1.

., . . . s . ’ . oo
Sea X,,,n > 1 una sucesién de v.a. con distribucién de Poisson de pardmetros respectivos A,. Demuestre que >~ X
converge o diverge c.s. segin Y ;° \; converja o diverja.

(Convergencia completa) Decimos que una sucesién X,,n > 1 de v.a. converge completamente a X si ) P(| X, —
X| > €) < oo para todo € > 0. Demuestre que para variables independientes, convergencia completa equivale a
convergencia c.s. De un ejemplo de una sucesion de v.a. dependientes que converja c.s. pero no completamente.

Sean X,, y X variables aleatorias a valores reales en L? y suponga que X,, — X en L?. Demuestre que E[X?] tiende

a E[X?]. (Ayuda: Use que |22 — %] < (z — y)? + 2Jy||z — y| ¥ la desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Sea (X,,,n > 1) una sucesién de variables aleatorias con X, — X en probabilidad. Suponga que | X, (w)| < C para
alguna constante C' > 0 y todo w. Demuestre que E[|X,, — X|] — 0 cuando n — oo. (Ayuda: Demuestre primero
que P(|X| < C)=1).

Sea (X,,n > 1) una sucesién de v.a.i.i.d. con f.d. comin F' que satisface F'(z9) = 1, F(z) < 1 para z < z( con
xo < 00. Sea M, = méx{ Xy, ..., X, }. Demuestre que M, T zq c.s.

Sea (X,,n > 1) una sucesién de v.a.iid. con E[X,] = u, Var(X,) = 02. Sea X = > | X;/n. Demuestre que

n

1 _
- (Xi—-X)P—o? babilidad.
n;( )* — 0~ en probabilida
Sean X >0,Y >0v.a.yp>0.

a) Demuestre que E[(X +Y)?] < 2°(E[X?] + E[Y?]).

b) Si p > 1, el factor 2P puede ser reemplazado por 2P~ 1.

c) Si0 < p <1, el factor 2P puede ser reemplazado por 1.

Si0< X, <Y, yY, — 0en probabilidad, verifique que X,, — 0 en probabilidad.

Definimos d(A, B) = P(A A B) para eventos A y B. Demuestre que d(A,,, A) — 0 sii 14, — 14 en L.
Sea (X,,,n > 1) una sucesién de variables aleatorias y sea S, = Z?:l X;.

a) Demuestre que X,, — 0 c.s. implica S,,/n — 0 c.s.

b) Demuestre que X,, — 0 en LP implica S,,/n — 0 en LP.

¢) Demuestre que X,, — 0 en probabilidad no implica S, /n — 0 en probabilidad. (Ayuda: Trate X,, = 2" con
probabilidad 1/n y 0 con probabilidad 1 — 1/n).

d) Demuestre que S,,/n — 0 en probabilidad implica que X,,/n — 0 en probabilidad.
En un espacio de probabilidad discreto, convergencia en probabilidad equivale a convergencia casi segura.

Sea (X,,,n > 1) una sucesién i.i.d. de variables centradas con varianza finita. Sea a,, € R para n > 1 y definimos
Sp = Z?=1 a;X;. Demuestre que (S,,) es convergente en L? sii Y ° a? < oo.

Sean 1 < p < ¢ < oo para el espacio de medida (R, B, A) con A la medida de Lebesgue. ;Cudl de las siguientes es
cierta: LP C L9, L9 C [P?

Para x = (z,y) € R? definimos ||x||, = (|z|? + |y[?)'/?. Para p = 1,2, 3,4 haga una grafica del conjunto de puntos
del plano para los cuales ||x||, = 1. jA qué tiende este conjunto cuando p — co?



