Capitulo 3

El Teorema Central del Limite

3.1. El Teorema Central del Limite

3.1.1. TCL para sucesiones iid

Lema 3.1 Parai=1,...,n supongamos que a; € C, b; € C con |a;| <1 y |b;| < 1. Entonces

n n n
‘Hai—Hbi SZ\al—bA
i=1 i=1 i=1

Demostracion. Para n = 2 tenemos

ai1ag — blbg = al(ag — b2) + (a1 — bl)bg.

Tomando médulos y usando el hecho de que los médulos de a; y b; estan acotados por 1 se obtiene el
resultado. Para n cualquiera se usa induccion. |

Teorema 3.1 (TCL para variables iid) Sea {X,, n > 1} una sucesidn de v.a.i.i.d. con E(X,) = p
y Var(X,,) = 0. Sea N ~ N(0,1). Si S,, = X1 + -+ + X,, entonces

Sp—np 4
——— — N.
ovn

Demostracién. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que E(X,,) = 0 y Var(X,,) = 1. Sean
<pn(t) = Eeitsn/\/ﬁa <p(t) = Eeitle

entonces )
pn(t) = BV = o(t//n).

Como existen los dos primeros momentos podemos hacer un desarrollo de ¢:

ty itE(Xy) 22 E(X?) 2 P t2
@(%)_1+ NG + g — To()=1+0 %—ﬁ-o(g)
donde t? [tX1]2  20tXy?
1 1
() <E (n3/23! on )

Veamos que

ﬁ) < (ltX1|3

o \tX1|2) S50 (n— o0).

no(~
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Para esto observemos que
[tX, 3

NG

AEX 2 < EX 2 e Lt

y también
tX4 2 1
NGE] AEXq|* < NGE] -0, (n—o0).
Por el TCD
tX
('\/ﬁl3 A|tX1\) 0.

Ahora, usando el lema 3.1

t2

()~ (1= 5" < nle(gm) — (L= ) =mo(5) 0.

y ahora, como
que es la f.c. de la distribucién N (0, 1), obtenemos el resultado. [ |

3.1.2. El TCL de Lindeberg-Feller

Ahora generalizamos el TCL al caso de sumandos que no tienen la misma distribucién. Sea {X,,, n >
1} una sucesién de v.a.d. pero no necesariamente idénticamente distribuidas, supongamos que X, tiene
f.d. F, f.c. pr, y que E(Xj) =0, Var(X}) = of. Definimos

n

s2=024 ... 402 :Var(ZXi).

i=1

Decimos que X} satisface la condicién de Lindeberg si para todo ¢, cuando n — oo, tenemos

S Z (Xkl{\Xk/ant} 82 Z/ :L’ dFk ) — 0. (3.1)

nog_ nop_q |z|>tsn,

Observacion 3.1

1. La condicién de Lindeberg implica

o
I;léa;( 52 —0, (n—o00). (3.2)

Para ver esto observemos que

1
%~ B

Sn

1 1
=2 E(X7 1 x,/sn1<t}) + =5 B(XF1{x0/50151})

1
<t + 2 E(X;ffl{\xk/Snl>t}) !

n

De modo que para todo t > 0
2

, o
lim (max—k) < {2
n—oo - k<n 32

Haciendo ahora t | 0 se obtiene el resultado.
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2. La condicién (3.2) implica
%1<3'LXP(\XM/8”>6)—>O (3.3)

por la desigualdad de Chebysheff. La condicién ( 3.1) se conoce como infinitesimalidad asintética
uniforme.

Teorema 3.2 (Lindeberg-Feller) La condicion de Lindeberg (3.1) implica
Sn d

Sn

— N(0,1).

Observacién 3.2 Aunque no daremos la demostracion, el reciproco también es cierto en el siguiente
sentido: Si

N(0,1),

méxo? — 0
82 k<n k y

%

entonces la condicién de Lindeberg vale.

Demostracion. (1) Comenzamos con un resultado preliminar. Sea {Y;,, n > 1} una sucesién iid con dis-
tribucién comun F'y f.c. ¢. Sea N independiente de la sucesién con distribucién de Poisson de pardmetro
c. Definimos x,, = >_.—, ¥;. Obtenemos la f.c. de xn de la siguiente manera: Para ¢ € R,

E(eN) = E(e™ N Linogy) = B Lyog)
k=0 k=0
=) EE)P(N=k) =) o"(t)
k=0 k=0

_ efcecap(t) — BC(QO(t)*l)'

Concluimos, ademds, que e“(?(Y)=1) también es una f.c.

(2) Para ver que S, /s, AN (0,1) por el teorema de continuidad tenemos que demostrar que la f.c.
de S, /s, satisface

Psujnal) = L ontt/on) = e/ (3.4)
que es la f.c. de N'(0,1). Si demostramos que

|exp { Yo (eut/s) = 1)} = [T wut/sn)| =0
k=1 k=1

entonces bastaria mostrar que

(3.5)

n

> (pult/sn) = 1) +12/2 = 0. (3.6)

k=1
Veamos primero la demostracién de (3.5). Recordemos que exp{py(t/s,) — 1} es una f.c. y por lo tanto
su modulo esta acotado por 1. Usando el lema 3.1,

|exp { D (oult/s0) = 1)} = Hwk t/sn)
k=1

) G I 1

< Z ’€<Pk(t/5n)_1 _ @k(t/sn”

I
ol
M: i
I,

|e#s (o)™t — 1 — (i (t/sn) = D).

b
Il

1



46 CAPITULO 3. EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Observamos ahora que para z € C,

=12 = | < S =
ki?k. = 1—|z]

2|z|? i <1/2
S |Z| ? S? |Z| — 5/ i L (37)
dlz|, sifz] <5 < 3.
Para t fijo usamos (2.5) con n = 1 para obtener las desigualdades
2,
lor(t/sn) =1 < 55 0% (3.8)
STL
t2 o2
< — méx £, :
STENG 3.9)
Recordando (3.2), concluimos de (3.9) que dado § > 0, si n es suficientemente grande, para k =1,...,n
1)
len(t/sn) =1 < 5. (3.10)

Sea z, = pr(t/sn) — 1y

[exp { D (onlt/50) ~ 1} = T entt/sn)] < Dol — 1=zl < " dlanl
k=1 k=1 k=1 k=1

para n grande, porque maxg<y |2;x| < /2 para n grande, y usando (3.8) obtenemos la cota

< §— o =0—
252 po 2

y como 9 es arbitrario, obtenemos (3.5). Por lo tanto basta probar (3.6).
(3) Ahora demostramos (3.6). Tenemos

D (ult/sn) = 1) +12/2 =Y E(e"X+/on —1 - z‘ixk _ %(7) X32).

s s
k=1 k=1 n n

Denotemos por A el argumento de la esperanza en la expresion anterior. Tenemos la descomposicién

n

D [EAL X, /s,<e) + E(ALx/5,50)] = T+ 11
k=1

Ahora veremos que I y I son pequenos. Para I tenemos, usando (2.6) con n = 2,

111 <Y E(AL x50 <e))

k=1
i 1,1t 3

<> E (g\;XM (X, /snl<e})
k=1 "
t?

P (| | L{1X, /sa1<2})

< ‘” E (|25

< Z | ! {1X0/5nl<e})
P —~or |t

O _
S AP el
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donde hemos usado el hecho de que

>

k=1

TN

=1.

S

Ahora veamos que II es pequeno. Usando (2.6) tenemos

1] < Z (A1 gx, /50| >e})
k=1

1 X 2
<2 25 (' ‘ 1{\Xk/en\>s})
k=1
2o ,
= 7 Z (XEL(1x0/snl>e}) =0
Sn j=
por la condicién de Lindeberg. Esto completa la demostracién de (3.6). |

A continuacién presentamos una condicién suficiente para la condicién de Lindeberg que es més
sencilla de verificar.

Corolario 3.1 (Condicién de Lyapunov) Sea {Xy, k > 1} una sucesion de v.a.i. con E(Xy) =
0, Var(Xy) =0} < oo, s2 = ,_,0%. Si para algin § > 0

1 2490
20 ZE‘X 77 =0
Sn k=1

entonces se satisface la condicion de Lindeberg y por lo tanto el TCL wvale.

Observacién 3.3 Un caso util es cuando § = 1:

= ZE|Xk|3—>O
nk 1

Demostracién. Tenemos

M:

= ZE (XEL(x0/n50)) =

E(| | “Lxe /o111
5n k=1

>
Il
—

E

M=

X X
<| - 2‘fk| 1{|xk/tsn|>1})

>
Il
—

1 5
= 15240 E :E|X;€\2+ — 0.
Snop 4

Ejemplo 3.1
Consideramos ahora el comportamiento asintGtico de los records. Sea {X,, n > 1} una sucesién de
variables iid con distribucién comin continua F'y sea 1x = 1{x, es un record}s Hn = 31 1k, de modo
que i, es el nimero de records en Xj,...,X,,. La continuidad de F' garantiza que en la sucesiéon con
probabilidad cero ocurren dos valores iguales.

El siguiente resultado, que se debe a Rényi, muestra que las variables 1; son independientes de
Bernoulli con probabilidad de éxito P(1; = 1) = 1/k. Primero introducimos la definicién del rango
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relativo de una variable en una muestra: Si tenemos una muestra Xy, ..., X, el rango relativo de X,
denotado R,,, se define como

n
R, = Z 1ix,>x,3s
=1

de modo que R, vale 1 si X,, es un record, vale 2 si X,, es el segundo mayor valor, y asi sucesivamente.

Teorema 3.3 (Rényi) Sea (X,,,n > 1) una sucesion i.i.d. con f.d. comin continua F.
(a) Las variables (R,,n > 1) son independientes y

1
P(ank)zﬁ, para k=1,...,n.

Demostracién. (b) se obtiene a partir de (a). Para la primera parte observamos que hay n! ordenamientos
de las variables X1, ..., X,,. Por simetria todos los ordenamientos tienen igual probabilidad 1/n!.

La observacién clave en la demostracion es que cada realizacién de las variables Ry, ..., R, determina
un ordenamiento de las variables X1, ..., X,,: El rango R,, nos dice que lugar ocupa X,, en relacién a las
primeras n — 1 variables ordenadas, y de esta manera podemos reconstruir los ordenamientos sucesivos, y
por lo tanto el ordenamiento final, a partir de los rangos relativos. Veamos un ejemplo. Supongamos que
Ry =1,Ry; =2,R3 = 2, Ry = 3. El primer rango siempre vale 1; Ry = 2 nos dice que la segunda variable
ocupa el segundo lugar en el ordenamiento de las dos primeras, es decir, que X5 < X7; Rs = 2 nos dice
que X3 ocupa el segundo lugar en el ordenamiento de las tres primeras, y por lo tanto debe ser menor
que la mayor (X;) y mayor que la menor (Xs), es decir, X5 < X3 < X;. Finalmente, Ry = 3 dice que
hay dos variables mayores que X4 (X3 y X1) y una menor (X3), as{ que el orden final es

Xo < Xy < X3 < X5

Ahora, como las variables X; tienen todas la misma distribucién, todos los ordenamientos tienen igual
probabilidad, que es 1/n!, y como cada ordenamiento corresponde a una realizacién de las variables
Ry, ..., R, tenemos que

P(Rlzrl,...,Rn:rn):—

parar; € {1,2,...,i}, i=1,2,...,n.
Observamos ahora que

P(Rn:Tn>: Z P(Rl :Tl,...,Rnflz’l"n,l,Rn:’l“n)

Tl n—1

1
:ZH

Tl -1
y cada r; toma ¢ valores posibles, por lo que la suma tiene 1-2---(n — 1) = (n — 1)! sumandos y

1
P(Ry =) = = ') ==, n=12...
n: n

En consecuencia

1
P(Rl:Tl,...,Rn:’l"n):m:P(Rl:T‘l)P(RQZT‘Q)"'P(Rn:Tn)

y esto demuestra la independencia. |

Veamos a continuacién una ley fuerte para las variables pu,. Recordamos primero dos resultados que
necesitamos para la demostracion.
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Teorema 3.4 (Criterio de Convergencia de Kolmogorov) Supongamos que (X,, n > 1) es una
sucesion de v.a.i. Si

Z Var(X,,) < oo,

entonces
Z(Xn —E(X,)) converge c.p.1.

n>1

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E(X;) = 0. Entonces la suma de las

varianzas es
» EX} <oc.
n>1

Esto implica que (S,,) es de Cauchy en L? porque para m < n
S0 = Smll3 = Var(S, — Sp) = Y EX} =0,
j=m+1
cuando m,n — oo. En consecuencia (S,,) también es de Cauchy en probabilidad porque
P(|Sy = S| > ) <e 2 Var(S, — Sm) =72 Y Var(X;) =0
j=m+1

cuando n,m — oo. Por el Teorema de Lévy (Sy,) es convergente c.p.1. |

Lema 3.2 (Kronecker) Sean xj y ay dos sucesiones de nimeros reales tales que 0 < a,, 1 00. Si

o0

Tk
E _— converge,
a
k=1 "k

entonces

1 n
lim — g x = 0.
n—oo a'll
k=1

Demostracion. Sea r,, = Zi’;nﬂ zk/ar de modo que 7, — 0 cuando n — oo. Dado € > 0 existe
No = Ny(e) tal que si n > Ny tenemos |ry,| < e. Ademés

Tp
— =Tn-1—"Tn
Gn,

de modo que

op =Y (re-1—Tr)ax

=~
I|M:
L

7T

e

(aj41 — a;)rj + airg — anry.

<.
I
—
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Entonces, para n > Ny,

No—1 n—1

airo anT
*’Zxkk*(z (aj+1 — aj)lr;| + Z(aj+1—aj)\7“g)+| +| Zn
j=1 j=No "
C’onst e =
= — D (ag41 = ag)lrg| + |l
QA
" j=No
— 0(1) + M +&
an
< 2e+0(1).
y esto demuestra el resultado. |

Proposiciéon 3.1 El numero de records en una sucesion i.i.d. crece logaritmicamente y se tiene con
probabilidad 1
. Hn
lim
n—oo logn

=1.

Para la demostracion usaremos el siguiente resultado de Anélisis:
"1
logn — - =

cuando n — oo donde v > 0 es la constante de Euler.
Demostracién. Tenemos que las 1; son independientes,

Usando esto obtenemos

= — Var(1,) = - - 00
2; logj ;2 log 2 1) ]2::2]2(10%])2

Por lo tanto el criterio de convergencia de Kolmogorov implica que
> (M) = g
= logJ = logj

converge y por el lema de Kronecker

n

1 1
—_ 1,—-)—0 cpl
lognz( J j) o
j=1
pero

1 ¢ & & L - Ly
1-—7 1; = =
logn;( I j logn ; J ;j logn u" ;]

Por lo tanto noo._1 n .1

—1=
logn logn logn
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Probaremos ahora que

Z” 1 1 1 3 1
= Var Mn = E ? E - ﬁ ~ logn,
k=1 k=1 k=1
y en consecuencia s ~ (logn)3/2. Por otro lado
1 3 1 1 1
E|1, — E(13) -1 op-l o)<t 4o
11, — E(1y) | k ‘ | ‘ k) ( k) =% + k3’
y por lo tanto
1 « logn
~ S EL, - 8T 0.
s3 192: 1 L)l < logn (logn)3/2 Z "~ (logn)3/2

De modo que la condicién de Lyapunov es valida y

tin —Blitn) 4 5o, 1)
Vo)

Observamos que +/Var(p,) ~ s, ~ v/logn y

B(pn) —logn — 1
= ——1 ~ — 0,
Viogn log Z k ogn \/logn

donde v es la constante de Euler. Por el teorema de convergencia a familias

—logn 4

\/logn = N(O.1).

3.1.3. Extensiones

En esta seccién presentamos sin demostracion algunas extrensiones del Teorema Central de Limite
que demostramos anteriormente.
Cantidad Aleatoria de Sumandos

Teorema 3.5 Sea X1, Xo,... v.a.i.i.d. con media 0 y varianza finita o? y sea S, = X1 +--- + X,, para
n > 1. Sea {N(t),t > 0} una familia de variables aleatorias positivas, con valores enteros y tales que para
algin 0 < 0 < oo se tiene que

N
# L0 cuandot — .
FEntonces
S
ON@ 4 N(0,1), cuando t — .
o/ N(t)

SN@) d
= N(0,1 cuando t — 0o.
N0 4, x0,1),

Demostracion. Ver Gut, Probability: A Graduate Course, Cap. 7.
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Velocidad de Convergencia

El TCL nos dice que si n es grande, X,, — =~ (¢//n)N donde N ~ N(0,1). Un apregunta natural
es ;Cuan buena es esta aproximaciéon? es decir, jcon qué velocidad se da la convergencia en el TCL?
El siguiente resultado fue probado, de manera independiente, por Berry y Essen.

Teorema 3.6 (Berry-Essen) Sean X1, Xa,... v.a.i.i.d. con S, = X1+ -+ X,,. Sea p = E(X1), 0% =
Var(X1) y supongamos que v3 = E|X|® < 0o. Sea F,, la funcién de distribucion de (S, — nu)/o/n,
entonces

3
o3\/n’

sup [, (x) — @(z)| < C
xT
donde ¢ es una constante numérica.

En el caso de variables independientes pero no idénticamente distribuidas tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.7 Sean X1, Xo,... v.a.i. con media cero y S, = X1 + -+ + X,,. Sea a,% = Var(Xy) v

supongamos que v; = E|X|> < oo para todo k. Sea s2 = Y 102, Bn = D17 vy Fy la funcién de
distribucidn de Sy, /sy, entonces

ﬂS

sup F, () — B(x)| < 02

T Sn

donde C es una constante numérica.

Demostracion. Ver Gut, Probability: A Graduate Course, Cap. 7.

Teorema Central de Limite Local

El TCL dice que la f.d. de sumas de variables aleatorias S,, debidamente normalizadas convergen a
la f.d. M(0,1). La pregunta que nos hacemos ahora es si el resultado vale a nivel de las densidades. En
general, no es cierto que si Fy,(x) — F(x) entonces F),(t) — F'(t) cuando n — oo pero bajo condiciones
bastante generales tenemos el siguiente resultado, que se conoce como el TCL local.

Teorema 3.8 (TCL local) Sean X;, Xo,... v.a.i.i.d. con media cero y varianza 1, y supongamos que
su funcidn caracteristica @ satisface

/ p(t)["dt < oo
R

para algin entero r > 1. Entonces la densidad g, de U, = S, /+/n existe paran > 1y

e—x2/2

gnl(z) — \/12? ,

n — oo

uniformemente en x € R.

Demostracién. Ver Grimmet & Stirzaker, Cap. 5.

Dependencia

El TCL puede extenderse a ciertas clases de sucesiones dependientes y hay numerosos resultados en
este sentido. Vamos a mencionar sélo uno de ellos para sucesiones que satisfacen una condicién 'mixing’
o de mezcla.

Sea X1, Xa,... una sucesién de variables aleatorias y consideremos dos conjuntos, A € o(Xy,... X))
y B € 0(Xk4n, Xktnt1,---) para k > 1,n > 1. Si existe una sucesién «,, tal que para cualesquiera A, B
que satisfagan la condicién anterior se tiene que

|P(ANB) — P(A)P(B)| < ap,



3.1. EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE 53

y o, — 0, decimos que la sucesién X,,,n > 1 es a-mixing. La idea es que si n es grande, los conjuntos
Ay B dependen de variables que estdn muy separadas en la sucesién, y en consecuencia deben ser (casi)
independientes.

Teorema 3.9 (TCL para sucesiones a-mixing) Sea X,,n > 1 una sucesidn alpha-mizing. Si existe
§ >0 tal que E|X;**° < ooy

o0
Z af/ (2+9) ~ o
n=0
entonces vale el TCL.
Para la demostracion y extensiones a otros tipos de condiciones mixing ver P. Doukhan, Mixing. Properties

and Examples. Lecture Notes in Statistics 85, Springer.
Una condicién sencilla que implica a-mixing es la m dependencia. Una sucesion X,,n > 1 es m-

dependiente si (X1, ..., Xg) ¥ Xk4n,...) son independientes siempre que n > m. En este caso la sucesién
es aq-mixing con o, = 0 para n > m.
Por ejemplo, si Y7, Ya, son ii.d. y definimos X,, = f(Yy,..., Yaim) para una funcién f : R™*t — R

entonces (X,,n > 1) es estacionaria y m-dependiente.

Sistemas Triangulares
Supongamos que para cada n, las variables

Xn17~~~aann

son independientes. Una coleccién de este tipo se conoce como un arreglo triangular de variables aleatorias.
El TCL de Lindeberg considera el caso especial en el cual r, = n y X, = X} para todo n. Supongamos
que todas las variables estan centradas y sea

o =B(X0),  sh =) on (3.11)
k=1

Supongamos que s, > 0. La condiciéon de Lindeberg en este caso es

lim / X2, dP =0 (3.12)
Jin Z o

para € > 0.

Teorema 3.10 Supongamos que para cadan las variables Xp1,. .., Xnr, son independientes y satisfacen

(8.11). Si (3.12) vale para todo € > 0 entonces Sy /sn 4 N(0,1).

Demostracién. Ejercicio.
Supongamos ahora que E | X,,4|?T? < oo para algiin § > 0 y que la condicién de Lyapunov se satisface:

hmz 2+5 E (|Xn*™°) =0, (3.13)
k=1 5n

entonces la condiciéon de Lindeberg vale y el teorema es valido.

Teorema 3.11 Supongamos que para cada n las variables X1, ..., Xnr, son independientes y satisfacen
(3.11). Si (3.13) vale para algin § > 0 entonces Sy /sn 4 N(0,1).
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3.1.4. Grandes Desviaciones

La LFGN nos dice que la suma S,, de n v.a.i.i.d. es aproximadamente nu, donde u es la media comun.
El TCL dice que las desviaciones de S,, de nu son tipicamente de orden +/n, es decir, son de orden menor
que el valor medio. Sin embargo, la distancia de S,, a nu puede ser de orden mayor que 1/n, por ejemplo
n®, donde « > 1/2, y en particular puede ser de orden n. La teorfa de Grandes Desviaciones estudia el
comportamiento asintético de

P(|S, —nu| >n“) cuando n — oo

para a > 0.5.

Sea X7, X5, ... una sucesién de v.a.iid. con S, = X1 +---+ X,,, n > 1 Supongamos que E(X) = puy
sumas parciales S,, = Xy + --- + X,, y queremos estimar P(S,, > na) para a > p. La funcién generadora
de momentos M (t) = E(e'X) y su logaritmo, la funcién generadora de cumulantes A(t) = log M (¢) juegan
un papel en este problema. La funcién A tiene las siguientes propiedades: A(0) = 0, A’(0) = p si M'(0)
existe y A(t) es convexa donde esté definida. Esto se puede ver porque la segunda derivada \’(t) es
no-negativa.

Definimos
A*(a) = sup(at — A(t)), a€R.
teR
Teorema 3.12 (Grandes Desviaciones) Sean X1, Xo,... v.a.i.i.d. con media p y supongamos que su

f.g.m. M(t) = E(e!X) es finita en alguna vecindad del origen. Sea a > u tal que P(X > a) > 0. Entonces
A (a)>0y

1
—log P(S,, > na) — A*(a), cuando n — oo.
n

Demostracién. Ver Grimmet & Stirzaker, Cap. 5.
Bajo las condiciones del teorema, P(S,, > na) decae exponencialmente como e~ "A(@),

3.2. Distribuciones Estables

Si X1, Xs,... son ii.d. con media p y varianza o2 finitas, sabemos por los resultados anteriores que

Sn—np q
ﬁ %N(Ovl).

Por lo tanto la sucesién a,, (S, — b,) s6lo puede converger a una distribucién normal. Si no requerimos
que las varianzas sean finitas, es posible obtener limites que no son normales. Por ejemplo, supongamos
que X; tiene distribucién de Cauchy con densidad

0

f(az:):m7 reR, 6>0.

La funcién caracteristica correspondiente es ¢(t) = e?I*l, por lo tanto S, tiene f.c. " (t) = e ™t y =13,

tiene f.c. " (t/n) = e %Il En consecuencia n=1S, % X donde X tiene distribucién de Cauchy con el

mismo pardmetro 6. Como E |X| = oo esto no contradice los resultados previos.

Definicién 3.1 La distribucién de una v.a. X es estable en sentido amplio si dadas X, X;, Xo,...
v.a.iid. con S, = X7 +--- 4+ X,, para n > 1 existen constantes a,, > 0y b, € R para n > 1 tales que

Sh, 4 anX + by, para todo n.

La distribucién es estrictamente estable si b, = 0 para todo n.
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Observamos que la distribucién normal con media 0 es estrictamente estable con a,, = /n y que la
distribucién de Cauchy estandar es estrictamente estable con a,, = n.

En general, sean X, X1, Xo,... v.a.i. con la misma distribucién estable y supongamos para simplificar
que la distribucién es simétrica. Entonces podemos interpretar So,, de dos maneras:

n 2n 2n
SQn:ZXk+ Z Xk y SQn:ZXk
k=1 k=1

k=n-+1
d
y recordando que S,, = a, X obtenemos que
d d d
a'2anX = CLQSn = SQn = aQnX7

lo cual implica que ag, = asa,. De manera similar si dividimos la suma S5,,, en bloques del mismo
tamarfio, obtenemos que la sucesién {a,, n > 1} es multiplicativa:

Gmn = Qm0n.
La ecuacién anterior se conoce como la ecuacién de Hamel y es posible demostrar que su solucién

1/«

n para o > 0. (3.14)

d . _ e, e
Por otro lado como S,, = n!/®X, la funcién caracteristica de una distribucién estable simétrica debe

satisfacer
o(t) = ((p(t/nl/a))n para todo n € N. (3.15)

Es posible demostrar que es este caso la funcién caracteristica es
p(t) = eI, (3.16)

donde ¢ > 0 es una constante. Es facil verificar que esta f.c. satisface (3.15).

Para o > 2 (3.16) implica que ¢(t) = 1+ o(t?) para t cerca del origen, lo cual implica que la varianza
vale 0, y por unicidad ¢ no puede ser una f.c. Por lo tanto los uinicos valores posibles son 0 < o < 2.

Resumimos las propiedades principales de las distribuciones estables simétricas en la siguiente proposi-
cién
Proposicién 3.2 Si X tiene distribucion estable simétrica con indice o y f.c. ¢ entonces

s < a<2.

s p(t) =el” ¢ >0.

» EIX|" <ocoparar <a<?2.

s E|X|"=0c0 parar>a, 0 <a<?2.

En el caso general es posible demostrar que la f.c. es de la forma

o(t) = exp {iut— c|t|“(1 —l—iﬁé—‘tan %)} (3.17)

paral0<a<2 a#l, |f|<1, peR, c>0,y

o(t) = exp {ipt — clt|* (1 + zﬁ%% log [t[) } (3.18)

paraa=1, |B| <1, p€R, ¢>0.
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El pardametro « es el indice, y 5 es el pardmetro de asimetria. Observamos que la distribucién es
simétrica respecto a u cuando 8 = 0.

Ademas, como la f.c. es integrable, concluimos que las distribuciones estables simétricas son absoluta-
mente continuas, y que las densidades pueden obtenerse usando la formula de inversién. Sin embargo, sélo
para tres casos a = 1/2,1 y 2 se tienen expresiones cerradas. Para el resto de los valores las densidades
se expresan como series infinitas.

Veamos que una variable con f.c. de la forma (3.17) o (3.18) tiene que ser estable. Si X7,..., X, son
ii.d. con f.c. de alguna de la formas descritas. Sea ¢ el exponente de la funcién caracteristica y A = 1/«
en el caso (3.17) y A =1 en el caso (3.18). entonces, en el primer caso

t
g(nt) = itn*p — enlt]* (1 + iﬂm tan %) — ng(t) — itu(n — n),
y en el segundo,
\ _ 2
g(n*t) = g(nt) = itnp — ent|(1 + zﬁm;(logn + log [¢]))

2
= ng(t) —itcB—nlogn.
T
Por lo tanto, en ambos casos

©"(t) = exp{ng(t)} = exp{g(n*t)} exp{ibpt} = ©(n t) exp{ib,t}

donde b, = p(n —n*) en el primer caso y b, = cf(2/m)nlogn en el segundo caso. Por lo tanto S, 4

anX + b, con a, = n* = nt/® y X es estable.

Teorema 3.13 La variable x es estable si y sdélo si hay una sucesion (X,,n > 1) de v.a.i.i.d. con
Sn=X1+ -+ X, tal que

[ bn
Sn=bo 4y (3.19)

2%
where a, >0, b, € R.
Demostracion. Si X es estable, sean X1,..., X, ii.d. con la misma distribucién que X. Entonces

Sp,=X1+--+X, 4 anX + by, por la definicién y por lo tanto (3.19) vale.

Supongamos ahora que X1, Xs,... son iid. con V,, = a; (S, — by) % X.Si X es una variable
degenerada, entonces es estable, asi que podemos suponer que X no es degenerada. Sea r € N fijo,
definimos

S7(L1) :X1+"'+Xn7
S = Xpp1 4+ Xan,

S'r(zr) = X(rfl)nJrl + o+ X,

Llamemos @
J
G) _ S —ba
n an
y W,(lr) = Z,Sl) + .- Zy(f). Observamos que las variables Z,(Lj ) son independientes y todas tienen la misma
distribucién: Z,(Lj) 4 Z,(f) para todo j. Por lo tanto fo) 4 x para todo j. En consecuencia

Wo 474z,
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donde las variables Z1, ..., Z, son i.i.d. con Z;
Pero también podemos escribir

Wér):X1+"'+Xrn_’rbn _ arn(X1+"'Xrn_brn>+brn_rbn

an Qn

= O[?([)VT” + Br(lr)
donde " = a, Jan, >0, B = (byn, —7bp)/an ¥ Ve = (Syn — brn)/@rpn. Resumiendo,
0 gy

(r)

Qn

Vin = s Vin i) X, W,rgr) i} Zi+- -+ Z,.

Por el teorema de convergencia a familias agf) — a, >0, ﬁy(f) = Bry

d 2+ + 2 = Br

X
Q

de modo que X es estable. |
Observacién 3.4 Sir y s son enteros positivos

Qrsn Qrp Qrsn

o) = G _ Srmrmn _ ()0

CLTL an a’l"’ﬂ
y haciendo n — oo obtenemos a,s = a,a.
3.2.1. Dominios de Atraccion.
Definicién 3.2 Sea X, X1, Xo,... variables i.i.d. con sumas parciales {S,, n > 1}. Decimos que X, o

equivalentemente su f.d. Fx, pertenece al dominio de atraccién de la distribucién (no degenerada) G si
existen sucesiones de normalizacién a,, > 0, b, € R para n > 1 tales que

n*bn
S 4a (n — o).

an
Usaremos la notacién Fx € D(G) o alternativamente X € D(G).

La primera observacién es que si Var(X) < oo, el TCL nos dice que X pertenece al dominio de
atraccién de la distribucién normal, basta tomar b, = nE(X) y a, = {/x Var(X). En particular, la
distribucién normal pertenece a su dominio de atraccién y en general lo mismo pasa para las leyes
estables.

Teorema 3.14 Una v.a. con f.d. F pertenece al dominio de atraccion de una distribucion estable si y
solo si existe una funcion de variacion lenta en infinito L tal que

U(x)=E [Xz]-{\X|§7;}] ~ 127aL($)’ (z = 00), (3.20)
y, ademds, para o € (0,2),

P(X >zx) P(X < —x)

X5 "P Bxsn P @m0 (3.21)
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Es posible demostrar que (3.20) es equivalente a

?P(IX|>2) 2-a
%

Ua) " (x = o), para 0 < a < 2, (3.22)
2—al
P(|X| > z) ~ 7()[&—;:) (x — 00), para 0 < o < 2, (3.23)

Esto nos da la siguiente formulacién alternativa del teorema anterior

Teorema 3.15 Una v.a. X con f.d. F' pertenece al dominio de atraccion de
(a) la distribucion normal sii U es de variacion lenta.
(a) una distribucion estable con indice a € (0,2) sii (3.23) y (3.21) valen.

Como consecuencia de la demostracién de los teoremas anteriores se obtiene que a,, ~ n'/*(L(a —
n))/ . Poniendo L*(n) ~ (L(a,))*® se tiene que

an ~n'*LT(n)

para una funcién de variacién lenta L7.

Para oo = 2 la condicién (3.20) dice que U debe ser de variacién lenta. Un caso en el cual esto es cierto
es cuando la varianza es finita: (00) < 0o, en cuyo caso a, ~ ¢y/n. El otro caso es cuando la varianza es
infinita: U(oo) = oo. Esto ocurre, por ejemplo, si U(z) ~ logx o U(z) ~ loglogx cuando z — oo. En
estos casos la distribucién limite es normal pero la normalizacién serd de la forma a,, ~ /nL(n).

Ejemplo 3.2
Sea X, X1, Xo,... v.a.i.i.d. con densidad
f(@)

La distribucién es simétrica, la media es infinita y las colas decrecen como las de la distribucién de
Cauchy, asi que esperarfamos que la distribucién pertenezca al dominio de atraccién de la distribucién
estable simétrica con indice oo = 1.

Integrando obtenemos

P(X>;v):i, P(X < —z)=

1 1
— P(X|>z=- —z—1
S sy PUXI> 2=, U@ =x-1,

de modo que (3.20)-(3.23) se satisfacen con p = 1/2 y L(x) = 1, de modo que la conjetura era correcta.

Ejemplo 3.3
Sea X, X1, X5,... v.aii.d. con densidad

1
f@) = el > 1

. . . 00 2
En este caso la varianza es infinita: fl o dx = +00.
Comenzamos por investigar (3.20):

> 1
U(z) =/ y2f(y)dy=2/ —dy =2logz,
ly|<z o Y

de modo que U es de variaciéon lenta en infinito, es decir, X pertenece al dominio de atracciéon de la
distribucién normal. Por lo tanto, para constantes normalizadoras apropiadas a : n,
Sn

- 4 N(0,1) (n— o).
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Como la varianza es infinita, la constante de normalizacién es a, ~ {/n2log(a,). Con una primera
aproximacion, a, ~ y/n y obtenemos

a, ~ y/n2logv/n = +/nlogn,

S,
vnlogn

y tenemos

i)N(O, 1) (n— o0).

3.3. Distribuciones Infinitamente Divisibles

En el ejemplo 2.2 del capitulo anterior vimos que la distribucién de Poisson se puede obtener como
limite de sucesiones de variables binomiales para las cuales la probabilidad de éxito p = p(n) tiende a
cero de modo que np(n) — A > 0.

Este resultado se puede considerar como una ley limite para sumas de variables independientes: Si
ponemos S, = X,1, Xno, ..., X, donde las variables X,,;,7 = 1,...,n son independientes con distribu-
ci6n de Bernoulli con probabilidad de éxito p(n). La diferencia con los resultados anteriores es que ahora
no estamos considerando una sucesién de variables aleatorias sino que para cada n tenemos una coleccién
distinta de variables X,,;,7 = 1,...,n, es decir, tenemos un arreglo triangular como los considerados en
la seccién 3.1.3. Veamos cémo es el comportamiento general de este tipo de estructuras.

Consideramos sistemas triangulares de la forma X,;,1 < i < k,,n > 1,k, — oo cuando n — oo.
usualmente tendremos k,, = n pero los resultados son vélidos en el caso mas general. Suponemos que
las variables de una fila son independientes, ponemos T, = X1 + --- + X, ¥y queremos investigar la
convergencia en ley de estas variables.

Vamos a considerar el caso en el cual los elementos de cada fila son idénticamente distribuidas: Para
cada n, X,1, Xn2, ..., Xnp son iid. y queremos caracterizar las leyes limite.

Definicién 3.3 Una variable aleatoria X (o su funcién de distribucién F o su funcién caracteristica ¢) es
infinitamente divisible si y sélo si para cada n, X tiene la misma distribuciéon que la suma de n variables
independientes e idénticamente distribuidas. En términos de la funcién caracteristica, ¢ = (p,)™ donde
n es una funcién caracteristica.

Teorema 3.16 Una variable X es infinitamente divisible (i.d.) si y solo si existe un arreglo triangular
con Xni, ..., Xnn t.4.d. para cada n, tal que

Tn:ixnkﬁx.

k=1

Demostracién. Supongamos que tenemos un arreglo triangular con X5, 1 < k < n i.i.d. para cadan y

T, 4 X, Fijamos un entero positivo r y ponemos
T = Zr(zl) N ZT(LT))
donde

Zr(Ll) = Xrn,l +---+ Xrn,na
Z'I(LZ) = Xrn,n—i—l +-+ Xrn,2n7

Z'y(LT) = Xrn,(r—l)n+1 + o+ Xonrn-
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Como T, % X cuando n — 00, tenemos que {T,.,,n = 1,2,...} es relativamente compacta, y por el
teorema de Prohorov (teorema 1.21) la sucesion es tensa. Pero, usando la independencia tenemos que

(P(Z0) > )" =P(ZWM > 2,...,20M > 2)
< P(Tpp > rz)
y de manera similar

(P(Z\) < —2))" < P(T},, < —12)

oy 1 . .
Esto muestra que la sucesion (Z,(L ))n21 es tensa y en consecuencia es relativamente compacta. Por lo
tanto tenemos una subsucesién (Zr(“c)) que converge en distribucién a una variable aleatoria Y. Pero como

las Z,(f)J =1,...,r son i.i.d., para cualquier ¢ se tiene también que (fok)) que converge en distribucion
a la variable aleatoria Y. Por lo tanto T,., S Y1 +---+Y,, donde Yi,...,Y, son ii.d. con Y; 2 Y. Pero
Trn 4 x y en consecuencia X 4 Y+ +Y,. [ |

Es posible demostrar que el resultado es cierto si en lugar de pedir que las variables de cada fila sea
i.i.d. se pide independencia y una condicién del tipo

11£1_é<x P(|Xni] > €) =0 cuando n — oo para todo € > 0.
<i<n

Ejemplos 3.4
1. Las leyes estables son infinitamente divisibles. Basta observar que si X1 + --- + X, 4 anX + b,

entonces N
x4y (& _ )
= \an nan,

2. Una variable aleatoria con distribucién de Poisson es infinitamente divisible. Supongamos que Y
tiene distribucién de Poisson de pardmetro A > 0. La funcién caracteristica de Y es

00 Aeit)k it
o) = 642( Z') — A
k=0 ’

y en consecuencia si Y; ~ Pois();) entonces Y7 + --- + Y, ~ Pois(A1 + --- + A,). En particular

si Y ~ Pois(\) entonces YV LY, +---+Y, donde las Y; son independientes y tienen distribucién
Pois(A/n).

3. SiY es infinitamente divisible, también lo es aY + b. Por lo tanto si Y ~ Pois()A), aY +b,a # 0 es
infinitamente divisible y su funcién caracteristica es exp{ibt + A(e?* — 1)}.

4. La distribucién gamma es infinitamente divisible. La densidad de esta distribucion es

zaflefz/ﬁ

() 5

para x > 0.

fz) =
La funcién caracteristica de X es

pt) = (1—iBt)~ = [(1 —ipt)~*/"]",

de modo que X es la suma de n variables independientes con distribucién gamma de pardmetros

a/ny B.

Veamos ahora algunas propiedades generales de las distribuciones infinitamente divisibles.
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Lema 3.3 Si 1 y o son f.ci.d. también lo es p1p2. Si @ es i.d., su conjugada compleja @ y |¢|?
también son i.d.

Demostracion.

Si p; = (pn)™ para i = 1,2, entonces 19 = (Pn1@n2)™- Pero vn1¢n2 es la funcién caracteristica de
la suma de dos v.a.i. con f.c. Y1 ¥ @n2, de modo que p,1¢,2 es i.d.

Por otro lado si X tiene f.c. p, —X tiene f.c. . Por lo tanto si ¢ = (¢,)" entonces ¢ = (@)™ también
es i.d. Finalmente, |¢|?> = @, también es i.d. [

Teorema 3.17 Si ¢, paran > 1 es una sucesion de f.c.i.d. y o, — ¢ cuando n — oo entonces p es i.d.

Demostracién. Sea Z,, una v.a. con f.c. ¢, para n > 1. Para todo entero positivo r fijo tenemos que

I, 4 Z,(f) + .+ ZT(LT) donde las Z,(f), i=1,...,7 son i.i.d. Si Z es una v.a. con f.c. ¢ entonces Z, i> 7
por el teorema de continuidad. En consecuencia (Z,,) es relativamente compacta y por lo tanto tensa.

Al igual que en la demostracién del teorema 3.16 vemos que (Zr(bl)) es tensa. Por lo tanto existe una

subsucesién (Zy(&)) que converge en distribucién a una variable aleatoria Y;. Al igual que en el teorema

3.16 concluimos que Z, i> Y1+ ---+Y,, donde las Y; son i.i.d. con Y; 4 Y1. Pero también tenemos que
ZniZ.PorlotantoZiY1+~~+Yry<pesi.d. |

Supongamos que ¢ es una f.c.i.d. jEs posible representar a ¢ de dos maneras distintas como la
n-ésima potencia de funciones caracteristicas diferentes? Supongamos que ¢, y %, son dos funciones
caracteristicas tales que 7' = 9. Como ambas son funciones caracteristicas tenemos que ¢,(0) =1 =
¥, (0). Supongamos que ¢,, y ¥, nunca se anulan en R y veamos que bajo esta condicién ¢, = ,.

Como (¢n/Pn)™ =1, vpn /1y es una funcién continua de R a {exp{i27k/n},k=0,1,...,n—1}. Como
R es un conjunto conexo y su imagen bajo una funcién continua también lo es, la imagen de R bajo
©n/¥n debe ser constante, y como ¢, y ¥, tienen un valor comin, esa constante debe ser 1. Por lo tanto
la representacién es tnica, siempre y cuando podamos demostrar que una f.c.i.d. nunca se anula.

Teorema 3.18 Una f.c.i.d., nunca se anula.

Demostracion.

Sean ¢ y ¢, f.c. tales que p = ¢". Por el lema (3.3) f = |¢|? vy fn = |pn|? son también f.c. y son
reales positivas. Para cada t € R, f(t) es real y positiva y por lo tanto su n-ésima raiz real positiva es
tinica y la denotamos por (f(t))!/™. Como tenemos que f(t) = (fn(t))" v fa(t) es positivo, tenemos que,
para todo t,

| 2

Falt) = (FENY™.

Pero sabemos que 0 < f(t) < 1y por lo tanto 1im,, o (f(t))"/" vale 0 6 1, segin f(t) =06 f(t) # 0.
Por lo tanto lim,,—, o fr(t) existe para todo t y la funcién limite, que llamaremos g(t), puede tomar a lo
sumo dos valores, 0 y 1. Por otro lado, como f es continua en ¢t = 0 con f(0) = 1, existe un ¢y > 0 tal que
f(t) no se anula para |t| < tg, y en consecuencia g(t) = 1 para [t| < tg. Por lo tanto la sucesién de f.c. f,
converge a la funcién g, que hemos visto que es continua en 0. Por el teorema de continuidad g debe ser
una f.c. y por lo tanto es una funcién continua. En consecuencia g vale 1 siempre y para todo ¢

lo(®)* = f(t) #0
m

El siguiente resultado, que se conoce como la representacién de Lévy-Khinchin, caracteriza la clase
de las distribuciones infinitamente divisibles.
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Teorema 3.19 La variable aleatoria X tiene distribucion infinitamente divisible si y sdlo si

o0

ox(t) = exp{iat + /oo (e 1 71”2)72 dH (z)} (3.24)

donde a € R y H es una medida finita. El integrando se define en x = 0 por continuidad y su valor es
—t2/2.

Para presentar las ideas bésicas de la prueba vamos a considerar un caso mas simple, suponiendo que
la variables tienen varianza finita. Haremos la demostracion en dos partes.

Teorema 3.20 Supongamos que la variable aleatoria X tiene sequndo momento finito. Si X tiene dis-
tribucion infinitamente divisible entonces su funcion caracteristica es

oo

ox () = explipt + / (em_1—z‘m)$da(x)} (3.25)

o0

donde p € R y G es una medida finita. El integrando se define en x = 0 por continuidad y su valor es
—t2/2.

Antes de ver la demostracién veamos tres casos particulares

Ejemplo 3.5
Si G tiene solo una masa o2 en el origen, entonces (3.25) vale

exp{iut — o*t*/2}

que es la f.c. de una distribucién normal con media p y varianza o2.

Ejemplo 3.6
Si G tiene masa puntual A en 1y = A, entonces (3.25) vale

exp{\(e’ — 1)}

que es la f.c. de una distribucién de Poisson de parametro .
Supongamos que p =0y G tiene masa Azr? en x # 0. Entonces (3.25) vale

exp{\(e"™® — 1 —itx)}

que es la funcién caracteristica de x(Zy — A) con Zy ~ Pois()). Por lo tanto (3.25) es la f.c. de una
distribucién F' que es infinitamente divisible: tomamos como F), la f.d. de 2(Zy/, — A\/n).

Ejemplo 3.7

Si ¢;(t) la funcién correspondiente a la férmula (3.25) con p = 0 y medida G; y si G = E?:l G;
entonces (3.25) corresponde a 1 (t) - - - i (t). Por los dos ejemplos anteriores vemos que si G consiste de
una cantidad de masas puntuales finitas como las de los ejemplos anteriores, (3.25) es una f.c. Es facil
verificar en el ejemplo anterior que la distribucién correspondiente a ¢(t) tiene media 0 y varianza G(R),
y como medias y varianzas (en el caso independiente) se suman, lo mismo es cierto en este ejemplo.

Ante de hacer la demostracién del teorema recordemos algunas cosas sobre logaritmos de nimeros
complejos. Para un ntimero complejo z = re*, donde r = |z| y § = arg(z) el logaritmo se define como
log(z) = Log(r) + i0, donde Log denota el logaritmo de un nimero real. El logaritmo es una funcién
multivaluada para todos los z € C salvo z = 0.
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Si ¢ denota el valor principal de arg(z), es decir, es el valor que satisface —m < ¥ < 7, cualquier otro
valor del argumento se puede escribir como 6 = ¢ + 27n para n € Z. En consecuencia

log(z) = Log(r) + (0 +2mn) neZ

El walor principal de log(z) es el valor que se obtiene de la férmula anterior con n = 0, y es el valor que
usaremos en las demostraciones que vienen cuando tomemos el logaritmo de una funcién caracteristica.
El logaritmo tiene el siguiente desarrollo en series de potencias para |z| < 1:

oo
log(1 + 2) :Z "“Z

y en particular, log(1 — z) = —z + o(1) cuando |z| = 0

Hemos visto que si ¢(t) es una f.c.i.d., nunca se anula y es continua, y por lo tanto tiene un logaritmo
continuo. Si pedimos que log ¢(0) = log 1 = 0, el logaritmo queda determinado de manera tnica. Ademés,
si ¢ = ¢y, donde ¢,, es una f.c., entonces

1 n
o = (exp (~logp))

y por lo tanto
1
#n(t) = exp (~log p(t)) (3.26)

Demostracién del Teorema 3.20. Si X es i.d. para cada n existen v.a.i. (X, k=1,...,n) con f.d.
F, y f.c. o, tales que px (t) = (vn(t))". Ademds px # 0 de modo que los logaritmos estdn bien definidos.
Tenemos
log px (t) = nlog pn(t) = nlog(l — (1 — n(1))).
Pero para cualquier T, a partir de la ecuacién (3.26) vemos que ¢, (t) — 1 cuando n — oo, uniforme-
mente en el intervalo |t| < T. Por lo tanto tenemos

log px (t) = n(pn(t) —1) +o(1) = ﬂ/:)o (€™ = 1)dFy () + o(1)
=it E(X) + /OO (e —1 — ztx)xin;ﬂdF () +o(1)
=it E(X)+ /oo (e —1 — itx)%dGn(a:) +0(1)

cuando n — oo donde ”
Gol@) = n / 12 dF, (1)
— 00

Esta G, es una f.d. generalizada, es decir, es no-decreciente y continua por la derecha con G,,(—o0) =0
¥ Go(00) = nB(X2,) = B(X?).

Por el teorema de seleccién de Helly (T. 1.19) existe una subsucesién (G,,,k > 1) que converge
vagamente a G, de modo que para cualquier intervalo acotado [a,b], con a < 0 < b € C(G), usando el
teorema 1.20 se tiene que

/a (6 — 1~ ita) 5 dG, () = / (6 — 1~ ita) dG(x), koo,

Msds aun, teniendo en cuenta que

20t
<J—>0 (|z] = o0)

Ed

et 1 —jtx
2 ‘
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vemos que el integrado es una funcién que se anula en co y por la caracterizacién de la convergencia vaga

tenemos que
o0

log ox (1) = it B(X) + / (e _1— itm)%dG(w).

— 00

Esto demuestra el teorema e identifica a y como E(X). |

Teorema 3.21 S

o0

o(t) = exp { / (e —1— m)% dG(a:)} (3.27)

— 00

donde G es una medida finita, entonces ¢ es una f.c.i.d.

Demostracion.
Recordemos que si G tiene masa puntual A > 0en 1y u = 1 entonces X tiene distribucién de Poisson
de pardmetro A. Si en cambio G tiene masa Ax? en x v u = 0, entonces

o(t) = exp{ (" — 1 —itz)}

que es la f.c. de una transformacién lineal de una distribucién de Poisson: Si Y ~ Pois(\) entonces ¢(t)
es la funcién caracteristica de \(Y — ).

Definimos la medida G, ;, como la medida discreta con masa o, = G(k27", (k+1)27"] colocada en
k27" para k = 0,+1,42,...,422" n > 1. Entonces

oo

pns) =ep{ [ (€ =1 it) 4Gyl

2
oo x

— ith2™" 1 _ p.9-ny_ Ok
_exp{(e 1 — ith2 )(m_n)QdGn,k(x)}

que es la f.c. de
Qn k —n
(22 (Y —k27™)
donde Y ~ Pois(ap i /k27™).

Sea Y, i, k = 0,+1,42,...,4£2%" n > 1 v.ai. con f.c. Onk y sea Y, = >, Y,, con fc. ¢, con
representacion (3.27) con medida G,, que satisface G, = >, Gp . Las variables Y,, ;, son i.d. por ser
Poisson generalizadas y por lo tanto, también lo es Y,,. Es facil ver que G,, — G cuando n — oo y ademés
Gn(R) < G(R) < oco. De nuevo observamos que el integrando (e!® — 1 — itx)/x? € Cy y por lo tanto
on(t) = ¢(t) cuando n — oo. Si demostramos que ¢(t) es continua en 0, por el teorema de continuidad
o seria una f.c. y como es el limite de f.c.i.d., también seria i.d.

Para ver que ¢ es continua en 0 queremos ver que p(h) — 1 cuando h — 0 y esto equivale a ver que

< 1
[ (ethe — 1 — zhx)ﬁdG(I) —0

cuando h — 0.

o

| /_o;(eihx —1- ihx)%dG(m)‘ < /_ (e —1 - z'h:c)mi2 dG(z)

o] h2$2
< /_ e dG(z) = h*G(R)

y esto tiende a 0 cuando h — 0. Por lo tanto ¢ es una f.c.i.d. |
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Proposicién 3.3 Si ¢ es una f.c. de la forma (3.27), la distribucion correspondiente tiene media 0 y
varianza G(R).

Demostracién. Consideremos las variables Y,, = >, Y, definidas en la demostracién del teorema
anterior. Por lo cometarios del ejemplo 3.7 Var(Y,, 1) = G, x(R) y Var(Y,,) = G,(R) = >, Gy k(R), que
satisfacen G, (R) < G(R) < co. Por el teorema 1.12

E(Y?) < lim inf E(Y;?) < sup G, (R) < G(R) < oo,
—00

n

de modo que la distribucién limite tiene segundo momento finito. Usando la férmula (2.9) para la funcién
caracterfstica (3.27) obtenemos el resultado. [

Corolario 3.2 Si Y es una v.a. con f.c. (3.27) entonces Y + u tiene f.c. (3.25). Reciprocamente, si Z
tiene f.c. (3.25) entonces existe una v.a. i.d. Y tal que Z =Y + p y por lo tanto Z es i.d.

Sabemos que los limites de f.c.i.d. también son i.d. El siguiente teorema nos da condiciones para la
convergencia.

Teorema 3.22 Sean Y,,n > v.a. con varianzas finitas que corresponden a distribuciones infinitamente

divisibles con f.c.
o0

. 1
_ : ite 1 _ ; 7
on(t) = exp {z,unt + /_Oc(e 1 —itx) = dGn(gc)}.
Entonces
Y, 3V y Var(Y,) — Var(Y) (n— o),
donde

ey (t) = exp {mt + /_O;(em -1- z’m)%da(x)}.

sty solo si
Gn > G, Gu(R)—=GR), pn—p

cuando n — oo. Las dos primeras condiciones equivaldrian a convergencia en distribucion si la masa
total fuese 1.



