Capitulo 1

Sucesiones de Variables Aleatorias

1.1. Introduccién

La introduccién de los conceptos de medida e integral nos va a permitir considerar nuevos modos
de convergencia para sucesiones de funciones. Vamos a comenzar por recordar dos conceptos clasicos de
convergencia.

Definicién 1.1 Sea X,,, n > 1 una sucesién de funciones medibles a valores reales definidas sobre el
espacio de medida (2, F, ) y X una funcién real y medible, definida sobre el mismo espacio. Decimos
que la sucesién (X,,) converge (puntualmente) a X si para todo w € Q) se tiene que

lim X, (w) = X(w),
n—oo

es decir, dados w € Q y £ > 0 existe N = N(w,e) € N tal que
n>N=|X,(v) - X(Ww)|<e

Usamos la notacién
X, —> X

para denotar la convergencia puntual.

Definicién 1.2 Sean X,,, n > 1 y X como en la definicién anterior. Decimos que la sucesién (X,,)
converge uniformemente a X si dado € > 0 existe N = N(g) € N tal que, para cualquier punto w en {2 se
tiene que

n>N=|X,(w) - Xw)|<e

Usamos la notacién v
X, > X

para denotar la convergencia uniforme.
Observacién 1.1

= La diferencia entre las dos definiciones radica en que en el primer caso N depende del punto w en el
cual estamos viendo la convergencia, mientras que en el segundo caso el mismo NN sirve para todos
los puntos del espacio.

= La segunda definicién dice que si consideramos una banda de ancho 2¢ alrededor de la funcién X,
existe un N que depende unicamente de ¢ tal que, si n > N la funcién X, estda dentro de esta
banda.

= Es claro que convergencia uniforme implica convergencia puntual pero el reciproco es falso.
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1.2. Convergencia Casi Segura

Definicién 1.3 Sean X,,, n > 1y X como en la definicién 1.1. Decimos que la sucesién (X,,) converge
casi seguramente a X si existe un conjunto nulo N € F tal que, para cualquier punto w ¢ N se tiene que

X, (w) = X(w).

Usamos las notaciones
C.S.
X,— X o X,—X, cs.

para denotar la convergencia casi segura. Si (2, F, 1) es un espacio de probabilidad este tipo de conver-
gencia se conoce como convergencia con probabilidad 1 y se denota

X, X o X, — X, epl

Es obvio que convergencia puntual implica convergencia c.s. y el siguiente ejemplo muestra que el
reciproco no es cierto.

Ejemplo 1.1
Sea (2, F, u) el espacio de Lebesgue ([0, 1], 8,\) y X, (w) = w", X(w) = 0 para w € [0, 1]. Entonces

Xp(w) — 0 paraw€[0,1),

es decir, la sucesion X,, converge a X salvo en el punto 1, de modo que el conjunto donde no hay
convergencia es un conjunto nulo que no es vacio.

Proposicién 1.1 Si (Q,F,u) es un espacio completo, X, <% X y las funciones X,, son medibles,
entonces X también es medible.

Demostracién. Sabemos que existe un conjunto nulo (y por lo tanto medible) N tal que X,, converge
a X fuera de N, es decir, si w ¢ N

liminf X, (w) = lim X, (w) = X(w).

n—00 n—oo

Para ¢ € R los conjuntos
A ={w: X(w) > ¢}, Ay = {w: liminf X, (w) > ¢}

no necesariamente coinciden, pero cualquier punto que esté en uno y no esté en otro debe estar en N.
Ademas, sabemos que As es medible porque liminf X, es medible. Sea

By = A1 — Ay, By = Ay — Ay

Ambos conjuntos son subconjuntos de N y como el espacio es completo, son conjuntos medible. Finalmente
observamos que
Al = Bl U (A2 ﬂBg)

de modo que F es medible. [ |

Definicién 1.4 Sea X,,, n > 1 como en la definicién 1.1. Decimos que la sucesién (X,,) es de Cauchy
casi seguramente si existe un conjunto nulo N € F tal que, para cualquier punto w ¢ N la sucesién
Xp(w) es de Cauchy.

Proposicién 1.2 Una sucesidn de funciones medibles (X,,) converge c.s. si y sdlo si es de Cauchy c.s.

La demostracién queda como ejercicio.
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1.3. Convergencia en Medida

Definicién 1.5 Sean X,,, n > 1y X como en la definicién 1.1. Decimos que la sucesién (X,,) converge
en medida a X si para cualquier € > 0 se tiene que

lim p({w e Q: X, (w) — X(w)| >¢€}) =0.
Usamos las notaciones
X, X o X,— X, en medida

para denotar la convergencia en medida. Si (2, F, ) es un espacio de probabilidad este tipo de conver-
gencia se conoce como convergencia en probabilidad y se denota

X, 25X o X, — X, en probabilidad.

Ese tipo de convergencia es mas débil que la convergencia casi segura, como lo muestran la siguiente
la proposicién y el ejemplo que le sigue.

Proposicién 1.3 Sean X,, n > 1y X como en la definicion 1.1 y supongamos que () < co. Si X,
converge a X c.s. entonces también converge en medida.

Demostracién. Si X,, — X c.s. entonces existe € > 0

0 = p({| X, — X| > e} para infinitos n)
p(limsup{| X, — X| > e})
Jim g (Upon{[ Xk = X| > €})

> lim p({|X, — X| > ¢e}).

[ |
Para ver que el reciproco no es cierto tenemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.2
Sea (2, F, u) = ([0,1], B, A) el espacio de Lebesgue y definimos la siguiente sucesién de variables aleatorias:
X1 (w) = 1j0,1)(w),
Xo(w) = 1jg,1/2)(w), X3(w) = 11/2,17(w)
Xy(w) = 1j0,1/3(w), X5(w) = 1j1/3,2/3)(w), Xe(w) = 1j2/3,1)(w),

Observamos que como las variables X, son funciones indicadoras de intervalos, sélo son distintas de
0 en esos intervalos, cuya longitud tiende a 0 cuando n — co. Esto muestra que X;,, — 0 en probabilidad.
En cambio, para cualquier w € [0, 1] tenemos que X, (w) = 1 para infinitos valores de n, y X, (w) =0
para el resto, que también son infinitos. Por lo tanto la sucesién X,, no converge puntualmente en ningin
punto.

Ejemplo 1.3

Para ver que u(€2) < oo es una condicién necesaria en el teorema anterior consideramos el siguiente
ejemplo: Sea X,, = 1(_, »)e, X = 0, entonces observamos que X, (w) — X(w) para todo w pero para
cualquier n € N y cualquier € > 0,

p({w s [X(@) — X(@)] > £}) = o

y por lo tanto no hay convergencia en medida.
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1.3.1. Aplicaciones Estadisticas

Supongamos que tenemos una familia de modelos (Q, F, Py), 0 € O, y observamos una muestra aleato-

ria simple X1,...,X,. Con base en estas observaciones queremos estimar el valor del pardmetro 6, es
decir, deseamos seleccionar el modelo correcto.
En esta situacién lo usual es usar un estadistico 0,, = (X7, ..., X,,) para estimar el valor de 6. Este

estadistico es una variable aleatoria definida sobre el mismo espacio de probabilidad. Decimos que el
estimador es débilmente consistente si para todo 0 € ©,

Py(|0, — 0] >¢) —0, n— oo,
es decir, si 6, converge en probabilidad al verdadero valor de . El estimador es (fuertemente) consistente

si esta convergencia se da con probabilidad 1.

1.3.2. Consecuencias de la Convergencia en Medida

Atn cuando hemos visto que convergencia en medida es mas débil que convergencia c.s., el siguiente
teorema, debido a Riesz, muestra que si tenemos convergencia en medida, siempre hay una subsucesién
que converge c.s. al mismo limite.

Teorema 1.1 (Riesz) Si la sucesion X, converge en medida a X en §, existe una subsucesion (X, )
que converge c.s. a X.

Demostracion. Como la sucesién de funciones converge en medida podemos hallar n; € N tal que
p{w € Q1| X,, (W) — X(w)| >271) <271

Para cada k£ > 1 hallamos nj, > ni_1 tal que
p{w € Q| X, (w) — X ()] > 27} < 27F,

Veamos que la subsucesién (X, ) converge c.s. a X. Sea

Se=J{weQ: X, (w) - X(w)| > 27}
i>k

Observamos que S; es una sucesién decreciente de conjuntos. Sea

S= S

E>1
Por sub-aditividad tenemos que la medida de S; estd acotada por
p(Sy) <27k g2kl pohm2 . ol-k
y en consecuencia la medida de S es

w(S) = klin;o w(Sk) = 0.

Veamos que si w € 0 — S entonces X, (w) — X (w). Sea € > 0, escogemos K de modo que 275 < ey
w ¢ Sk. Entonces para todo k > K, w ¢ Si y en consecuencia

| X, (W) — X(w)] < 27k < e,
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Corolario 1.1 X,, converge en medida a X si y sélo si cada subsucesion (X, ) contiene una subsucesion
(Xon,) que converge a X c.s.

Demostracién. Si X,, —— X y (Xn,) es una subsucesién, entonces X, £x y por el teorema anterior
existe una subsucesién (X, ) que converge a X c.s.

Reciprocamente, supongamos que toda subsucesién tiene una subsucesién que converge c.s. a X y
supongamos que X,, no converge a X en probabilidad para obtener una contradiccién.

Si X, no converge en probabilidad a X, existen una subsucesién (X, ), d > 0y € > 0 tales que

1(| Xn, — X| > ) > 6. (1.1)

Pero esta subsucesién (X, ) deberia tener una subsucesién que converge c.s. a X y por lo tanto en
probabilidad. Esto contradice a (1.1). [

Corolario 1.2 ) Si X,, —» X c.s. y g: R — R es continua entonces g(X,,) — g(X) c.s.
b) Si X, & X yg:R—R es continua entonces g(X,) £ g(X).

Demostracién. (a) Existe un conjunto nulo N € F tal que si w ¢ N entonces X, (w) — X (w) en R. Por
continuidad de g, si w ¢ N,

9(Xn(w)) = g(X(w)),

es decir, (g(X,,)) converge c.s. a g(X).

(b) Sea (g(Xy,)) una subsucesién de (g9(X.)). Basta hallar una subsucesién (g(X,, )) que sea c.s.
convergente. Sabemos que (X,,, ) tiene una subsucesién c.s. convergente (X, ) que converge a X. Por lo
tanto g(X,, ) — g(X) cs. ' [

Corolario 1.3 (de Convergencia Dominada de Lebesgue) Si X, LN y existe una funcion medi-

ble Y € L' tal que | X,| <Y, entonces
/&@ﬁ/xm

Demostracion. Como las integrales forman una sucesion de nimeros reales, basta demostrar que toda
subsucesién convergente de [ X, du converge a [ X dpu.
Supongamos que [ X,,, du converge. Por hipdtesis tenemos convergencia en medida y en consecuencia
(Xn,) tiene una subsucesién (X,,, ) que converge c.s. a X. Por el TCD tenemos que
i

/&MWH/XW

En consecuencia [ X, dp — [ X dp. |

Proposicién 1.4 (Propiedades) Si X, % X yY, &Y
1. Xp+Y, 5 X+Y.

2. X,Y, & XY.
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Demostracion. (1) Observamos que
€ €
{|(Xn+Yn) - (X+Y)| > E} C {|Xn _X| > g}UﬂYn _Y| > 5}

Tomando medidas, usando subaditividad y haciendo n — oo se obtiene el resultado.
(2) Basta demostrar que para toda subsucesién (ny) existe una subsucesién ng, tal que

Xy, Y, = XY.
Como X,,, — X, existe una subsucesién (n},) tal que
Xy 25 X,
Como Y,, 5 Y, dada la subsucesién (n},), existe una subsucesién (n), ) tal que

y en consecuencia tenemos
X, Y., =5 XY,
k; kg

Por lo tanto, toda subsucesién de (X,,Y,,) tiene una subsucesién que converge c.s. |

Proposicién 1.5 (Ley Débil de Grandes Niameros) Si (X,,, n > 1) son i.id. con E(X,) = u y

Var(X,,) = o2, entonces
1 < P
L2 Xi—w
i=1

Demostracién. Basta usar la desigualdad de Chebyshef. |

1.4. Convergencia en L

En esta seccién estudiamos un nuevo tipo de convergencia que tiene gran importancia en el analisis
funcional. Recordemos que una funcién medible X pertenece al espacio L? si [ |X|P du < oo. Para p > 1
y X,Y € LP definimos una distancia en este espacio por

d)(X,Y) = (/|X - Y|pdu)1/p.

Para ver que d, es una distancia demostraremos mds adelante la desigualdad triangular, que se conoce
como la desigualdad de Minkowski. Por otro lado, es claro que d,(X,Y) = d,(Y, X). Ademds si X =Y
tenemos que d,(X,Y) = 0 pero el reciproco no es cierto: Si d,(X,Y) = 0 sélo podemos concluir que
X 2'Y. Por lo tanto d, sélo serd una pseudo-distancia.

Para tener una distancia podemos tomar la relacién de equivalencia X =Y sobre el ~espacio LP y
en lugar de considerar las funciones medibles X consideramos las clases de equivalencia X. El espacio
cociente, formado por las clases de equivalencia, lo denotamos L? y d,, si serd una distancia sobre este
espacio. En lo que sigue vamos a obviar este procedimiento y hablaremos de d;, como una distancia sobre
el espacio LP.

Hay una norma que induce esta distancia:

11, = ([ 1)
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Definicién 1.6 Decimos que la sucesién (X,,, n > 1) converge a X en LP si todas las variables estdn en
LPy

/|anX\”dMHO

cuando n — oco. Usamos la notacién

X, — X.

Proposicion 1.6 Convergencia en LP implica convergencia en medida.

Demostracion. Tenemos
(| Xn — X[ > ¢) = /l{an—X|>e}d:U'
= /1{|Xn—X|P>aP}d:u
| Xn — XTJP
< Tl{\xrﬁx\ﬂbsp}dﬂ
1
< 7/\XH_X\PdM—>o
ep
cuando n — oo. [ |

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco no es cierto.

Ejemplo 1.4
De nuevo, el espacio de medida es el espacio de probabilidad de Lebesgue ([0, 1], B, A) y definimos
Xn - 2“1(07%)
Entonces ) 1
P(| X, >¢e)=X(0,=))==—0
(1%, > 9) = M0, ) = - —
pero

1
E(|X, ") = 2"~ — oc.
n

Convergencia en LP no implica convergencia c.s., como lo muestra el ejemplo 1.2. Para cualquier p > 0,
como la variable X, s6lo toma valores 0 6 1, el valor esperado E(|X,,|?) es igual a la longitud del intervalo
correspondiente a X,,, y esta longitud tiende a 0.

Convergencia casi segura tampoco implica convergencia en LP, como lo muestra el ejemplo 1.3. Atn
cuando la medida del espacio sea finita, es posible dar ejemplo de sucesiones que convergen c.s. pero no
convergen en LP.

1.4.1. Desigualdades
Teorema 1.2 (Desigualdad de Hélder) Sea p,q nimeros reales tales que p,q > 1y

S+-=1 1.2
plls (1.2)

Sean X € LP,Y € L1, entonces el producto XY es integrable y

/\XY|du§ (/\led,u)l/p(/|Y\qd,u)1/q. (1.3)
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En términos de las normas la desigualdad dice que
XYl < [1XTp] Y ]lg-

Sipy q satisfacen (1.2) decimos que son conjugados.
Demostracién. Observamos inicialmente que si [ |X [P dp = 0 entonces X = 0 c.s. y en consecuencia
JIXY|dp = 0, de modo que la desigualdad es cierta. Algo similar ocurre si [ |Y]?dp = 0, as{ que podemos
suponer que el lado derecho de (1.3) es estrictamente positivo.

Dados a > 0,b > 0, existen s,t € R tales que

a=exp{s/p},  b=-exp{t/q}.

I =1 tenemos que

exp{s} + g ! exp{t},

Como la funcién exponencial es convexa y p~! + ¢~
exp{p 's+q 't} <p~

y usando la definiciéon de s, t,

1

ab < p~taP + ¢ b9,
Ahora reemplazamos a por | X|/||X||, y b por |Y]/||Y||q ¥ obtenemos

XY _ X\, _ Y] \9
(XY Spl(ll)ﬂl(ll)_
1XT1pI1Y1lq X1l 1¥1lq

Finalmente, tomando integrales,

1

[ IXY]du<p g =1
||X|p||Y|q/

Teorema 1.3 (Desigualdad de Minkowski) Supongamos que X,Y € LP para 1 < p < co. Entonces
X+YelPy
1X + Y[ < 1 X]lp + [[Y]p-

Demostracion. La desigualdad
X +Y[P<2(XPVI[Y]P) <2(XPP +[Y[) € L

muestra que los espacios LP, p > 1 son cerrados aditivamente. Si p = 1 la desigualdad de Minkowski
sigue de la desigualdad triangular usual. Sea 1 < p < oo y escojamos ¢ conjugado de p de modo que
p~1+ ¢! =1, es decir, p — 1 = p/q. Usando la desigualdad de Hélder,

\|X+Y||§:/|X+Y|pdu:/|X+Y||X+Y|p/qdu

§/|X||X+Y|p/qdu+/|Y||X+Y|p/qdu
<Xl X+ Y P/l + Y 12X+ Y P/l
=Xy + ¥ 1)1 X+ Y2/

1/q
(11l + 111 ([ 1%+ YP d)
(X1l + IVIIIX + ¥/
(X1l + ¥ )X + Y2

Si el ultimo factor es distinto de 0, podemos dividir por él para obtener el resultado. Si es igual a 0,
ambos lados de la desigualdad valen 0. |

La desigualdad anterior es la desigualdad triangular para || - ||,.
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Teorema 1.4 (Desigualdad de Jensen) Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad, g : R — R una
funcion convexa y X una variable aleatoria integrable tal que g(X) también es integrable. Entonces

E(g(X)) = g(E(X)).

Demostracion. Sea g una funcién convexa, sabemos que dado cualquier punto de la gréfica de g podemos
hallar (al menos) una recta que es tangente a la curva en ese punto y tal que la recta siempre estd por
debajo de la curva que representa a g. Esta recta (que en general no es tinica) se conoce como la recta
de soporte de g. Sea r(x) = ax + b la recta de soporte de g en el punto (E(X), g(E(X))) sobre la grifica
de funcién g. Entonces

aX(w) +b < g(X(w)).

Tomando esperanza obtenemos
aB(X) +b < E(g(X)).

Pero como la recta r(x) es tangente a la funcién g en (E(X), g(E(X))), a E(X) + b = g(E(X)). [

Ejemplo 1.5 (Desigualdad de Lyapunov)
Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria y 0 < a < 3. Definimos

B g

r=—>1, s =

Entonces

F ST A
Ahora ponemos Z = | X|*, Y =1 usamos la desigualdad de Holder:
E(|zY]) < (B|Z|)"Y7(B(Y "),

es decir
E(|X|%) < (B|X|™)V 1 = (B]X]|%)*/*

de modo que
(E( X)) < (B|X]7)7

y
[1X1la < 11X]]3-

Concluimos que X € L? = X € L® si a < 3. Mas ain, || X||o = (E(|X]*))"* es no-decreciente en a.

. . LP L
Como consecuencia tenemos que si X,, > X yr <p, X,, > X.

Antes de presentar el siguiente resultado recordamos el lema de Fatou, que usaremos en la proxima
demostracion.

Lema 1.1 (Lema de Fatou) Si X,, > 0 para n > 1 entonces
E(liminf X,,) < liminf E(X,),

y en particular st X, — X c¢.p.1,
E(X) <liminf E(X,,).

Teorema 1.5 Parap > 1 el espacio LP es completo, es decir, si (X,,) es una sucesion de Cauchy en LP,
existe X € LP tal que X, Y x.
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Demostraciéon. Sea (X,,) una sucesién de Cauchy en LP. Dado ¢ > 0 sea N = N(e) € N tal que si
n,m >N,

/ 1 X, — Xon|P dp < P (1.4)
Llamemos N, = N(£27%) y supongamos que Nj;1 > N}, para todo k. Definimos los conjuntos
Ale,m,n) ={w : [Xp(w) — Xn(w)| = €}

entonces

/ X, = Xl dp > / X, — Xonl? > Pu(Ale,m,m)) (1.5)
A(e,m,n)

y combinando (1.4) y (1.5) obtenemos p(A(e,m,n)) < e si m,n > N(e).
Sea ahora Ay = A(e27% Ny 11, Ni), Br = UisA;, tenemos pu(Ay) < 27%¢, u(By) < 2" *e ysiw ¢ By

|Xn,., (W) — X, (w)| <e27"  para todo i > k.

Por lo tanto la serie >, (Xn,,, — Xn,) converge fuera de B = Nj>1 By y 11(B) = 0. En consecuencia existe
X tal que Xy, — X c.s.

Para un entero fijo r ponemos Y; = | Xy, — X, [P, Y = |X — X,|P y obtenemos una sucesién Y; de
funciones medibles no-negativas con liminf Y; =1limY; =Y c.s. Por el lema de Fatou tenemos

Ydu < h'minf/|XNi — X, |Pdu<e

si r > N(g). En consecuencia Y es integrable, es decir (X — X,) € LP, lo cual implica que X € LP.
Ademés probamos que

/|X7Xr|pd,u<5 sir > N(eg)

de modo que X, 2 x. |

Observacién 1.2 Es importante resaltar que el resultado anterior es falso para la integral de Riemann
sobre intervalos finitos. No es dificil construir ejemplos de sucesiones de funciones cuyas potencias de
orden p son integrables segin Riemann, que son de Cauchy en LP pero cuyo limite es discontinuo en un
conjunto de medida positiva y por lo tanto no pueden ser integrables segiin Riemann.

Como consecuencia del teorema anterior observamos que los espacios LP son espacios normados que
son completos respecto a la métrica inducida por la norma. Un espacio con estas propiedades se conoce
como un espacio de Banach.

Sip> 1y q>1son conjugados decimos que los espacios LP y L? son conjugados. Por la desigualdad
de Hélder sabemos que si X € LP y Y € L9 entones el producto XY es integrable. Observamos que el
conjugado de p = 2 es ¢ = 2, es decir que L? es su propio espacio conjugado, y ademds es el tinico caso
en el que esto ocurre. Esto quiere decir que si tomamos dos funciones de L?, su producto es integrable,
y por lo tanto podemos definir un producto interno en L?: Para X,Y € L?,

(X,Y) = / XY dp.

Es facil ver que esta definicién satisface las condiciones de un producto interno (pasando al espacio
cociente £ si es necesario). Ademas, la norma asociada a este producto interno es la norma || - ||2, que
definimos anteriormente, ya que

(X, X) =/|X\2du= 12

Por lo tanto L? es un espacio de Banach que tiene un producto interno que induce la norma del espacio.
Un espacio con estas propiedades se conoce como un espacio de Hilbert.
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1.5. Convergencia en Distribucion

Definicién 1.7 Si F es una f.d. definimos el conjunto de puntos de continuidad o conjunto de continuidad
de F por
C(F)={x € R: F es continua en x}

Un intervalo finito I con extremos a < b es un intervalo de continuidad para F' si a,b € C(F').
Definicién 1.8 Sea (X,,, n > 1) una sucesién de v.a. con f.d. Fx,, n > 1. X,, converge en distribucidn

ala v.a. X cuando n — oo si

Fx (z) — Fx(xz) cuando n — oo, Vx € C(Fx).
Notacién: X, 4 X 0 X, 3 X cuando n — oo.

Observacién 1.3 Como en esta definicidén sélo intervienen las funciones de distribuciones, las variables
no necesariamente estan definidas en un mismo espacio de probabilidad.

Abusando la notacién, escribiremos X, — AN(0,1) en lugar de X,, = X cuando n — oo donde
X ~N(0,1).

Ejemplo 1.6
Sea X, ~ 81 /p, es decir, la delta de Dirac concentrada en el punto 1/n. Si la definicién 1.8 tiene sentido

, d
deberiamos tener X,, — d¢ cuando n — co. Tenemos

1, siz >0, 1, siz>0.

0, siz<l1/n, 0, siz<0,
Fxn(x)Z{ siz<1/n ~ { si @

Por lo tanto Fx, — Fj,(z) cuando n — oo para todo x € C(Fj,) pero no para todo z. Si en cambio
tuviéramos Y;, ~ d_y/,, entonces

0, siz<—1/n, 0, siz<0,
—
1, siz>—-1/n, 1, siz>1/n.

y en este caso si tenemos convergencia para todo .

Teorema 1.6 Sean X y X,,, n>1 v.a. Si X, £ x entonces X, 4 x.
Demostracion. Sea € > 0, entonces
Fx (2)=P(X,<z)=PX, <z, |[X, - X|<e)+P(X, <z, |[X,—X|>¢)
<PX<z+e |X,—X|<e)+P(|X, - X|>¢)
<PX<z+e)+ P(X, —X|>¢),
y por la convergencia en probabilidad

limsup Fx, (z) < Fx(z + ¢€).

n—oo

De manera similar, cambiando X,, por X, z por z — e, X por X,, y z + € por x, sigue que

liminf Fx, (z) > Fx(z — ¢€).
n—oo

Estas dos relaciones valen para todo x y todo € > 0. Suponiendo ahora que x € C(Fx) y haciendo ¢ — 0
obtenemos que
Fx(z) = Fx(27) < liminf Fx_(x) < limsup Fx, (z) < Fx ().

n—oo n—00
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Observacion 1.4 Si F'x tiene un salto en x, sélo podemos concluir que

Fx(27) <liminf Fx, (z) < limsup Fx,, (z) < Fx(z).

n—oo n—oo
Como Fx(z) — Fx(x7) es el tamano del salto no es posible obtener convergencia en un salto.

Ejemplo 1.7
Sea N ~ N(0,1), de modo que la distribucién es simétrica. Definimos X,, = (—1)"N para n > 1, entonces

X, 2 N de modo que X, A N, pero (X,,) no converge ni c.s. ni en probabilidad.

Ejemplo 1.8
Para o > 0 sea X,;, n > 1 una sucesién de v.a.i. tales que
P(Xn:O):l—i y P(Xn:n):i
n< n<
Los siguientes resultados son ciertos:
X, 50 (n — o0) aun sin independencia
X, %0 (n— ) sii o > 1
X, %o (n — o) siia>p
La convergencia en probabilidad es consecuencia de:
P(|X,|>¢)=P(X,=n)= nia — 0 cuando n — oo.

La convergencia con probabilidad 1 sigue del Lema de Borel-Cantelli ya que

= < do o > 1,
ZP(\Xn|>€) oo cuando «
— =00 cuando a <1,

En cuanto a la convergencia en LP
1 — 0, parap<a,
E[X,[P=0"-(1-—)+n’-—=nP""¢=1, parap=a, cuandon — oo,

ne n
— 00, parap > Q.

Observamos que E | X [P ni converge a 0 ni diverge a infinito cuando p = «, sino que es igual a 1.
Teorema 1.7 Sea (X,,, n > 1) una sucesidn de v.a.i. y ¢ una constante, entonces
d P
Xp, =0 (n—o0) < X,—>c¢ (n—o0).

Demostracion. Supongamos que X, 4, d. cuandon — oo y sea e > 0. Si c—¢, c+¢ € C(Fx) entonces
P(|X,—c>e)=1-Plc—e< X, <c+e)
=1—-Fx, (c+e)+Fx, (c—e)—P(X,=c—¢)
<1-Fx,(c+e)+Fx,(c—¢)

— 0 cuando n — oo,

yaque Fx (c+¢e) = Fx(c+¢e)=1, Fx,(c—¢) — Fx(c—¢) =0, |



1.5. CONVERGENCIA EN DISTRIBUCION 13

1.5.1. Caracterizacién de la Convergencia en Distribucién

Lema 1.2 (Lema de Aproximacién) Sea f una funcion a valores reales tal que se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

= f €Cy (funciones continuas que se anulan en +o00),
s f€Cla,b] para a,b € R,

entonces, para cada € > 0 eziste una funcion simple g tal que

sup If(z) —g(z)| <e.

Teorema 1.8 Sea {X,,, n > 1} una sucesién de v.a. y supongamos que X, L X cuando n — oo.
Si h es una funcidn continua a valores reales o complejos definida en el intervalo acotado [a,b], donde
a,b € C(Fx), entonces

Eh(X,) — ER(X) cuandon — cc. (1.6)

Demostracion. El caso complejo sigue del caso real. Usaremos el lema de aproximacién. Sea A C
C(Fx) C R un subconjunto denso numerable. Si h(z) = 1. q para c,d € A, a < ¢ < d < b, (1.6) se
reduce a demostrar que P(c < X,, < d) — P(c < X < d), lo cual es cierto por hipétesis. Por linealidad
la conclusién vale para funciones escalera cuyos ’escalones’ tengan extremos en A. Sea ahora h € Cla, b],
y sea g una funcién simple aproximante, entonces usando la desigualdad de Jensen,

|En(X,) — E(MX)] < [EMX,) —Eg(Xn)l +[Eg(X,) —Eg(X)| + [Eg(X) — EA(X)]
< E[MXy) — 9(Xn)|+ |Eg(X,) —Eg(X)|+ E|g(X) — h(X)|
<e+|Eg(Xn) —Eg(X)|+e.

Como ya hemos visto que para funciones simples el término central tiende a cero cuando n — oo obten-

€mos
limsup | EA(X,,) — Eh(X)| < 2,

n—oo

lo cual demuestra el teorema. [ |

- d ,
Teorema 1.9 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. y supongamos que X,, — X cuando n — oco. Si h
es una funcion a valores reales o complejos, continua y acotada, entonces

Eh(X,) = ER(X) cuandon — cc. (1.7)

Demostracién. De nuevo, el caso complejo sigue del caso real. Supongamos que |h(z)| < M para todo
x y sea K > 0, entonces

|ER(Xn) — ER(X)| < [ER(Xn)1x, 1<k = ER(X)1yxj<xy| + [ER(Xn)1(x, >k |+ [EA(X)1(1x)5 K3
<[EMXn)1qx, <k} — EMX)1x<xy| + ER(X0)|1x, 5 k) + E[R(X)1 x>k}
< |ER(Xn)1yx, <xy — ER(X)1x <k + MP(|Xn| > K) + MP(|X| > K)

Sea € > 0 y escojamos K € C(Fx) suficientemente grande como para que 2M P(]X| > K) < e. Usando
el teorema 1.8 para el primer término y la convergencia en distribucién para el segundo, obtenemos que

limsup |ER(X,) —Eh(X)| < 2MP(|X| > K) < e.

n—oo
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Teorema 1.10 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. Entonces X, L X cuando n — oo si y solo st
Eh(X,) = ER(X) cuandon — . (1.8)
para toda funcion real continua y acotada.

Demostracion. Por el teorema 1.9 basta demostrar la suficiencia. Sean a,b € C(F), —co < a < b < 0.
Ponemos

0 para T < a — O,
%}:5’6) para x € [a — 0, al,

gr(z) =<1 para z € [a, b],
Hfsi};ﬂ para x € [b,b+ d],
0 para x > b+ 0

con 0 | 0 cuando k& — oo y observamos que 1(gp)(z) < gr(z). Supongamos que (1.8) vale. Por la
monotonia de la funcién de distribucién y el teorema 1.9 obtenemos

b
F,(a,b] :/ dF,(z) < /gk(ac)an(x) < Egr(X,) = Egi(X) cuando n — co.

Haciendo n — oo

limsup F, (a,b] < E gi(X) < F([a — 6k, b+ 0]).
Haciendo ahora k — oo tenemos 6y — 0y gx(x) | 1[u4), y como a y b son puntos de continuidad
concluimos que

limsup Fy, (a,b] < F(a,b). (1.9)
n—oo
Si, en cambio,
para = < a,

54 paraz € [a,a + 0],
para € [a + 0k, b — O],

=2 para x € [b— o, b,

0 para x > b

h;.C (l‘) =

‘@"H

>
=

los mismos argumentos nos dan

liminf F,, (a,b] > F([a + 0k, b — dk]),

n—oo

y como ahora hi(x) T 1(a,p), tenemos finalmente

liminf F, (a,b] > F(a,b]. (1.10)
Las ecuaciones (1.9) y (1.10) demuestran que X, < X cuando n — oo. [

Como corolario obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 1.4 Sea {F,, n > 0} una familia de funciones de distribucién y F también una f.d. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) F, % F,.
(2) Para toda funcion real f acotada y uniformemente continua,

[ rar,— [ ar,.

cuando n — oo.
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Demostracién. Basta observar que las funciones gx v hr que usamos en la demostracion del teorema
anterior son continuas con soporte compacto y por lo tanto son uniformemente continuas. |

Teorema 1.11 Sean X e Y wv.a.
X2y & EWX)=EhY)

para toda funcion h continua y acotada.

Teorema 1.12 Sean X y {X,, n > 1} v.a. y supongamos que X, % X cuando n — oo. Entonces
E(|X|) < liminf B(|X,|).
n—oo
Demostracién. Sea K € C(Fx) un ntmero positivo. Por el teorema 1.8 tenemos

liminf B(|Xp[) > liminf E(|X, |1qx,1<xy) = B(X[11x)<x))-

n—oo

La conclusién sigue haciendo K tender a infinito a través de una sucesiéon de puntos de continuidad de
Fx. |

1.6. Integrabilidad Uniforme

Definicién 1.9 Una sucesién de v.a. (X,,, n > 1) es uniformemente integrable si
E(|Xn|1fx,|>a}) — 0 cuando a — oo,
uniformemente en n.

Notacion: Abreviaremos "uniformemente integrable’ por u.i.

Una manera equivalente de expresar la integrabilidad uniforme es a través de las funciones de dis-
tribucién: {X,,, n > 1} es uniformemente integrable sii

/ |z|dFx, (z) = 0 cuando a — oo,
|z|>a

uniformemente en n.

Observacién 1.5 Si las variables X, tienen media finita entonces E(| X, [1|x,|>q}) — 0 cuando a — oo,
para cada n, ya que las colas de integrales convergentes tienden a cero. La integrabilidad uniforme quiere
decir que las colas tienden a cero de manera uniforme para todos los miembros de la sucesién.

Para cualquier sucesién de v.a.u.i.,
E|X,| =E(Xnl1{x,|<a}) T E(|Xal1l{x,50}) S a+1,

para a suficientemente grande. Por lo tanto los momentos estdn acotados uniformemente. Sin embargo,
la integrabilidad uniforme es més fuerte, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.13 Las variables X,,, n > 1 son u.i. si y solo si

(a) sup,, E|X,| < oo,
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(b) Para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier conjunto A con P(A) < 6,

E(|X,|14) <& uniformemente en n.

Demostracién. Supongamos que {X,, n > 1} es u.i., sea A un conjunto tal que P(A4) < J, donde &
serd escogido mas adelante. Ya hemos verificado que los momentos son uniformemente acotados. Veamos

(b):

E X114 = E(|Xa|1an{x.1<a}) + E(IXn |1 angx,>a})
< aP(A)+ E(‘Xn|1{\X,,,|>a}) <ad+e/2<e,

si escogemos primero a suficientemente grande como para que el segundo sumando sea menor que €/2 y
luego 4 suficientemente pequefio como para que ad < &/2.

Por otro lado, si se satisfacen las condiciones del teorema ponemos A, = {|X,,| > a} y aplicamos la
desigualdad de Markov y (a) para obtener

E|X E|X

a a

uniformemente en n para a suficientemente grande, lo cual, por (b), muestra que
E(1Xul1fix,15a)) = E(IXa[14,) <€
uniformemente en n, lo que demuestra la i.u. |
A continuacién presentamos algunos criterios suficientes para i.u.
Teorema 1.14 Sea {X,, n > 1} v.a. y supongamos que
sup E(| X,|P) < 0o para algin p > 1.
n

entonces {X,,, n > 1} es u.i. En particular esto es cierto si {| X, [P, n > 1} es u.i. para algin p > 1.

Demostracion. Tenemos

E(|Xn|1{x,50}1) < " PE(I X" 1{x,150)) < @' P E(IX,[7)

< a' PsupE(|X,|P) — 0 cuando a — oo,
n
uniformemente en n. [ ]
La siguiente generalizacion se demuestra de manera similar.
Teorema 1.15 Sea {X,,, n > 1} v.a. y sea g una funcidn no-negativa y creciente tal que g(x)/x — oo
cuando x — 0o. Si
sup E(g(Xn)) < o0,
entonces {X,,, n > 1} es u.i.
Teorema 1.16 Sea {X,, n > 1} v.a. tales que
| Xn| <Y c.s. para todo n,

donde Y es una v.a. positiva integrable. Entonces {X,, n > 1} es u.i.
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Demostracién. Basta observar que

E([Xn|1(x,1>a}) SE(Y1{y>a)) =0 (a— 00),
uniformemente en n. [ |

Corolario 1.5 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. Si

E(sup | X,]) < o0,

entonces {X,, n > 1} es u.i.

Ejemplo 1.9
Sea X; € L' parai=1,...,n entonces el conjunto de v.a. {X7,..
que tenemos la siguiente acotacién:

X <> X e Lt

i=1

y por el teorema 1.16 el conjunto es u.i.

Ejemplo 1.10

., X} es uniformemente integrable ya

Supongamos que X; € L', X; € L' y |X;| < |Y;| para todo t € T. Si el conjunto {Y;} es u.i. entonces

{X:} también lo es. Esto sigue facilmente de la definicién.

1.6.1. Convergencia de Momentos

Lema 1.3

1
X, 5x o sup‘/Xnde/XdP‘HO.
A A

AcF

.2 . L'
Demostracién. Si X,, — X entonces

sup’/Xnde/XdP‘ :sup’/(anX)dP‘ §sup/ X, — X|dP
A A A A A A A

g/\anX|dP:E(|Xn7X\) 0.

Veamos ahora el reciproco, tenemos

E\X,L—X\:/ (Xn—X)dP+/ (X — X,)dP
{X,>X} {X,<X}

:/ XndP—/ XdP+/ XdP—/ X, dP
{X,>X} {X,>X} {X,<X} {Xn<X}

§2sup’/XndP—/XdP’.
A A A

Lema 1.4 Si X, = X para p > 1 entonces E(|X,,|?) — E(|X|P) o equivalentemente || X, ||, — || X||p-
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Demostracion. X = X, + X — X,. Por la desigualdad de Minkowski
1 X|lp < [ Xnllp + [[X = Xallp.
De manera similar
[ Xnllp < [IX|lp + 11X — Xallp-

Combinando obtenemos
11 Xnllp = 1 X|lp| < [1X = Xpllp — 0. (1.11)

Teorema 1.17 Supongamos que X, € L' para n > 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
a) {X,} converge en L.
b) {X,} es de Cauchy en L': E|X,, — X,,| — 0 cuando n,m — oco.
c) {Xn} es u.i. y converge en probabilidad.

Demostracién. (a) = (b) por la desigualdad triangular.
(b) = (c¢) Veamos primero que {X,} es u.i. Dado € > 0 existe N, tal que si m,n > N, entonces
€

/|Xn—Xm\dP< 5

Para ver que {X,,} es u.i. usaremos la caracterizacién del teorema 1.13. Para cualquier A € F,
/ | X, | dP < / | X — XN, + Xn_|dP < / |XNE\dP+/ | Xy — Xn_|dP.
A A A A

Sin > N,

/|Xn|dP§/|XNE|dP+E
A A 2

de modo que
sup / |Xn|dP§/ | Xn.|dP + =
A A 2

n>Ng
lo que implica que

sup/|Xn|dP§ sup /|Xm|dP—|—E
n Ja m<N. JA 2

Si A = Q concluimos que

supE | X,| < sup E|X,,|+ g < 0.

m<Ng

Ademds, como familias finitas de variables en L' son u.i., {X,,,m < N.} es u.i. y dado € > 0 existe ¢ tal
que si P(A) < 4,

€
sup /|Xm|dP< =,
m<N.JA 2

de modo que si P(A) < § tenemos que
sup/ | Xn|dP <e.
n JA
Falta ver que (X,,) converge en probabilidad. Tenemos

1
P(I Xy~ Xin| > €) < ZB(1X0 — Xun|) = 0
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cuando n,m — oo. Por lo tanto (X,,) es de Cauchy en probabilidad y por lo tanto converge en probabi-
lidad.

(¢) = (a) Si X;,, — X en probabilidad, existe una subsucesién X, tal que X,,, — X c.s.. Por el lema
de Fatou

E(|X|) = E(liminf | X, |) < liminf E(|X,,,|)
<supE(|X,]) < o0
n

ya que (X,,) es wi.. Por lo tanto X € L! .
Dado € > 0 tenemos

/|Xn—X|dP§/ |X,L—X|dP+/ |Xn|dP+/ IX|dP
{IXn—X|<e} {IXn—X[>e} {IXn—X][>e}

§€+T1+T2

Como X, 5 X, P(|X, —X| >¢) — 0y por lo tanto T» — 0 cuando n — oco. Para ver que T; — 0, como
(X,) es u.i., dado € > 0 existe 0 tal que si P(A4) < 9,

sup/ | Xn|dP <€
A

n>1

Basta escoger n grande de modo que P(|X,, — X| > ¢) < d y se tiene que T} < €. |

1.7. El Lema de Scheffé

Hemos visto en secciones anterior la relaciéon entre convergencia de momentos y distintos tipos de
convergencia. La pregunta que nos hacemos ahora es cual es la relacién entre convergencia débil y con-
vergencia de densidades.

Ejemplo 1.11
Sea X,,, n > 1 una sucesién de v.a. con densidades

1 —cos(2mnzx), para0 <z <1,
fx,(x) =

0, en otro caso.
Entonces
0, para x < 0,
Fy,(2)={ o - =22m8) o para0<a <1,
1, para x > 1.

lo cual implica que X, 4 u (0,1) cuando n — oo. Sin embargo, las densidades oscilan y por lo tanto no
pueden converger.

Definicién 1.10 La distancia en variacion total entre las f.d. F'y G se define como

d(F,G) = Zlé%\F(A) - G(4)].

Si las variables X e Y tienen f.d. F' y G respectivamente, la definicién es equivalente a

A(X,Y) = sup [P(X € 4) = P(Y € A)].
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Si X y X,,, n>1 son v.a. tales que
d(X,,X)—0 (n— o0),
decimos que X,, converge a X en wvariacion total cuando n — oo.
Como los conjuntos (—oo, z] son de Borel para todo x, tenemos que

|P(X, <z)—P(X <uz)| <sup|P(X, €A —P(X €A,
AeB

lo cual implica el siguiente resultado.

Lema 1.5 Sea {X,,, n > 1} una sucesidn de v.a. Si X,, — X en variacidn total cuando n — oo entonces

d
X,, = X cuando n — oo.

Teorema 1.18 (Lema de Scheffé) Supongamos que X y X,,, n > 1 son v.a. absolutamente continuas.
Entonces

sup |P(X, € A) — P(X € A)| < / (@) — fx ()| dr, (112)
AeB R

y st fx, () — fx(x) c.s. cuando n — oo, entonces d(X,,X) — 0 cuando n — oo. En particular,

d
X, — X cuando n — oc.

Demostracién. Sea A € B, tenemos
P, €)= PX e ) =] [ 1@ = [ fxw)ds

< [ 1x.o) = Fx(@)de

< [ 1rx.@ = fx(a)]da.

lo cual demuestra (1.12).
Para demostrar la convergencia observamos que

/R(fxn(x) — fx(x))dz=1-1=0,

de modo que

/ (Fxo () — Fx(@))* de = / (Fxo () — fx(x))” d.
R R

Ademds, (fx(x) — fx,(z))t — 0 cs. cuando n — o0, y 0 < (fx(x) — fx, (z))* < fx(x), y usando el
teorema de convergencia dominada

/ Fx(@) — f, (@)|dz = 2 / (Fx(@) — fx, (@) de —0 (n—0).
R R

Esto demuestra la convergencia en variacion total. |

Observacion 1.6 Es posible demostrar que

A(X, X) = 5 / Fx () — fx (@) dee
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1.8. Convergencia Vaga

En nuestra definicién de convergencia en distribucién hemos supuesto que la funcién de distribucién
limite F es propia, es decir que F(R) = 1 pero este no es siempre el caso. Esta es la distincién fundamental
entre la convergencia en distribucién y un nuevo tipo de convergencia que definimos a continuacion.

Definicién 1.11 Una sucesién {F,, n > 1} de f.d. converge vagamente a la f.d (posiblemente impropia)
H si, para todo intervalo finito I = (a,b] con a,b € C(H),

F.(I)—= H(I) (n— o)
Notacién: F - H cuando n — oo.

Ejemplo 1.12
Sea P(X,, =n) = P(X,, = —n) = 1/2, entonces

0, paraxz < —n,
Fo(z)=1<1, para —n<z<n,
1, parax >n.
De modo que para todo z € R
1
F.(z) — H(z) = 3 (n — 0).

H tiene todas las propiedades de una funcién de distribucién salvo que F(R) = 0.

Ejemplo 1.13
Sea X,, ~U(—n,n), n > 1. La funcién de distribucién es

0, para x < —n,
Fx,(r) = ¢ &2, para —n <z <n,
1, para x > n.

De nuevo, esta sucesién converge cuando n — oo a H(xz) = 1/2 para todo x € R.

Si X,, % X cuando n — oo entonces, por definicién, Fx, (x) — Fx(x) cuandon — oo parax € C(Fx),
de donde se obtiene de inmediato que para cualquier intervalo I = (a, b] acotado tal que a,b € C(Fx),

Fx,(I) = Fx, (b) — Fx, (a) = Fx(b) — Fx(a) = Fx(I)
cuando n — oo, de modo que convergencia en distribucion siempre implica convergencia vaga.

Teorema 1.19 (Principio de Seleccién de Helly) Sea {F,,, n > 1} una sucesidn de f.d. Entonces
existe una subsucesidn no-decreciente {ny, k > 1} tal que

v
F,., — H cuando k — oo,

para alguna funcion de distribucion H, posiblemente impropia.

Demostracién. La demostraciéon usa el método diagonal. Sea {ry, & > 1} una enumeracién de los
racionales. Como la sucesién (F,(r1)),>1 estd acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe un
punto de acumulacién j; y una subsucesién {F; x(r1), k> 1} tal que

Fy x(r1) — j1 cuando k — oo,
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donde 0 < j; < 1. El mismo argumento aplicado a la subsucesién {Fs (r2)} produce un punto de
acumulacién jo y una subsubsucesién {Fs ;(r2), k > 1} tal que

F51(r2) — j2  cuando k — oo,

donde 0 < jy < 1. Ademads, esta subsucesion converge también para r1, ya que es una subsucesion de la
primera subsucesion. Continuando este procedimiento obtenemos, cuando k — oo,

Fy(r1) — Jju,
By i(ri) — ji, parai=1,2,
F35(r;) = ji, parai=1,2,3

Fo (i) — ji, parai=1,2,...,m

Ahora consideramos la diagonal de este arreglo, {Fy i, k > 1} que, salvo por un numero finito de términos
al comienzo, es una subsucesién de todas las subsucesiones horizontales, y por lo tanto converge en todo
Q. Tenemos, por lo tanto, un conjunto denso numerable en el cual la sucesion converge.

Definimos ahora la funcién H: Ponemos

H(r;) =ji, parar; €Q.

Como 0 < j; < 1 para todo i tenemos que 0 < H(r;) < 1 para r; € Q. Ademds, sir < s, r,s € Q,
entonces
0 < Fik(s) — Fri(r) — H(s) — H(r)

cuando k — oo, lo cual muestra que H es no-decreciente en Q.
Sea ahora z € R arbitrario y escogemos 7, s € Q tal que r < & < s. Como Fj, (1) < Fj (x) < Fj 1(s),
tomando limites obtenemos que

H(r) < l}fminf Fy i (z) <limsup Fy x(z) < H(s),

k—oo

y como podemos escoger r y s tan cerca como queramos de x,

H(z7) < 1}€minf Fyo.r(z) < limsup Fy (x) < H(z™1)
—00

k—oo

Esto prueba que siempre existe una subsucesién que converge a una funcién no-decreciente H que toma
valores en [0, 1] en sus puntos de continuidad. Para que H sea continua por la derecha, completamos su
definicién poniendo

H(z)=lim H(r;) paraxz € R,

rilx

es decir, escogemos la version de H que es continua por la derecha. |

Observacién 1.7 Es necesario notar que el teorema de Helly no dice que Fj, x(c0) — H(00).

Si llamamos M a la clase de las funciones de distribucién posiblemente degeneradas, es decir, a
las funciones H : R — R que son no-decrecientes, continuas por la derecha y satisfacen G(—o0) > 0,
G(o0) < 1, entonces el teorema de Helly dice que M es relativamente o secuencialmente compacto. Ya
hemos visto en los ejemplos 1.12 y 1.13 que la clase de las funciones de distribucién no es compacta.
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Corolario 1.6 Sea F, una sucesion en M. Si existe H € M tal que para toda subsucesion vagamente
. v -z -, v
convergente (F,, ) se tiene que F,,, — H, entonces la sucesion también converge vagamente a H: F,, — H.

Demostracién. Supongamos que F, no converge vagamente a H, entonces existe o € C(H) tal que
F,(z9) - H(xg). Pero toda subsucesién de las F), tiene una subsucesién convergente Fy,, y F,, (zo) —
H(xg). Esto implica que F,,(z¢) — H(x¢), lo cual es una contradiccién. [

Observacién 1.8 Denotamos por Cyp(R) a la clase de funciones reales continuas tales que |h(z)| — 0
cuando & — +oo. Llamamos Cx (R) a la clase de funciones continuas a soporte compacto (f € Ck si
existe un conjunto compacto K(f) tal que f se anula fuera de K(f)). Finalmente, llamamos Cg(R) a las
funciones continuas y acotadas. Tenemos

Ck CCyCCpCC.

Hemos visto en el teorema 1.10 que las integrales de funciones en Cp caracterizan la convergencia en

e, d C -
distribucién: F,, — Fsiy sélosi [ fdF, — [ fdF paratoda f € Cg(R). El siguiente teorema nos da una
caracterizacion similar para la convergencia vaga. Primero unas definiciones y un lema de aproximacién.

Una funcién cualquiera en un espacio arbitrario tiene soporte en un subconjunto S del espacio si f se
anula fuera del conjunto S. Por lo tanto, si f € Cx(R), f tiene soporte en algtin conjunto compacto y por
lo tanto también en un intervalo compacto. Una funcidon escalera en el intervalo (finito o infinito) (a,b)
es una funcién con soporte en este intervalo tal que para alguna particién finita a = ay < --- < ap = b
se tiene que f(z) = ¢; para € (a;,aj41) y 1 < j <k, donde los ¢; son niimeros reales. Decimos que la
funcién es a valores en D sia; € D, ¢; € D para 1 < j < k. Observamos que hemos dejado sin especificar
los valores de la funcién f en los puntos de la particién para tener flexibilidad.

Lema 1.6 (de Aproximacion) Supongamos que f € Cx(R) tiene soporte en el intervalo compacto
[a,b]. Dado cualquier conjunto denso A de R ye > 0 existe una funcidn escalera en (a,b) definida usando
una particion con valores en A tal que

sup [f(z) — fe(z)| <e. (1.13)
seR
Demostracién. Este lema es un caso particular del teorema de Stone-Weierstrass. |

Teorema 1.20 Sea {H,, n > 1} una sucesion de funciones en M. Entonces H, ~» H si y sélo si para
toda f € Ck,

/Rden ~ [ fan. (1.14)

Demostracién. Supongamos que H,, 4 H. (1.14) es cierta si f es la funcién indicadora de (a,b] para
a,b € D donde D es un subconjunto denso de C(H). Por la linealidad de las integrales también es cierto
si f es una funcién escalera definida a partir de una particién con valores en D. Si f € Cx y € > 0, por
el lema de aproximacién existe una funcién escalera f. que satisface (1.13). Tenemos

[ ram - [ran <) [ fam ) [ g [ ran+) [6o-nae. )

El primer término del lado derecho esté acotado por

/|f—fE|dHn§5/dHn§5,
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y una acotacion similar sirve para el tercer término. El segundo término tiende a cero porque f. es una
funcién escalera a valores en D. Por lo tanto el lado derecho de (1.15) estd acotado por 2 cuando n — oo
y por lo tanto converge a 0.

Para demostrar el reciproco basta observar que las funciones g, y hi que definimos para la demostra-
cién del teorema 1.10 son funciones continuas a soporte compacto y por lo tanto el mismo argumento
demuestra la convergencia

H,(a,b] — H(a,b] (n— o0)

para a,b € C(H). [

1.8.1. Convergencia Vaga y Tension.
Ahora consideraremos la relacion entre convergencia vaga y convergencia en distribucién.

Teorema 1.21 (Prohorov) Sea {F,, n > 1} una sucesién de f.d. Para que toda subsucesion que con-
verge vagamente converja en distribucion es necesario y suficiente que

/ dF,(z) — 0 cuando a — oo (1.16)
|z|>a

uniformemente en n.

Demostracion.
Supongamos que F,, % H para alguna H € M cuando k — 0o y que (1.16) vale. Como la masa total
de H es finita tenemos, para cualquier € > 0, existe ay tal que

/ dH(x) <e paraa>ag.
|z|>a
Ademis, por hipétesis tenemos que

sup/ dF,(z) <e paraa > a.
|z[>a

n

Entonces, para a > méx{ap, ap}, tenemos que para todo k,

1—/_O:odH(x):/_O;ank(m)—/_o;dH(as)

S/|x|>adF""(x)+‘ 2ank(a:)— ’ dH(x)‘—i—/lIMdH(m)

—a

§5+‘/_(;an,€($)—/(1 dH(x)‘—&-s

—a
de modo que, por el teorema 1.20,

o0
1-— / dH (z) < 2e,
—0o0
lo cual implica que la masa total de H es 1.
Veamos ahora la demostracién de la necesidad. Sabemos que Fj, % H cuando n — oo, de modo que
H es propia, y queremos verificar que (1.16) vale. Supongamos lo contrario, entonces, dado € > 0 existen
sucesiones crecientes y no acotadas {ng, k > 1} y {ax, k > 1} tales que

/ dF,, (x) > 2¢.
|z|>ak
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Por otro lado, como antes,

/ dH(x) <e paraa>agy,
|z|>a

Ademas, como sélo estamos considerando una cantidad numerable de distribuciones y una f.d. tiene, a
lo sumo, una cantidad numerable de discontinuidades, podemos suponer sin restriccién que a y (ar)k>1
son puntos de continuidad de todas las distribuciones que consideramos.

Dado cualquier a > apy existe un kg tal que ay > a para k > kg. Sean a y k > kg dados, combinando
los resultados anteriores obtenemos

1—/_O;dH(x):/_O;ank(q:)—/_ZdH(as)

_ /|$I>a dF,, (z) — /z|>a dH (z) + (/C; dFy, (z) — /z dH(:IZ))

>2g—5+( " aF, (2) - adH(a:))

—a —a
y por el teorema 1.20,

1—/ dH(x) > ¢,

de modo que H no es propia. Esta contradiccién concluye la demostracion del teorema. |

Una sucesién de distribuciones que satisface (1.16) no permite que la masa escape a infinito por la
uniformidad de la condicién en n: Todas las distribuciones tienen masas uniformemente pequenas fuera
de intervalos suficientemente grandes. Decimos que una sucesion de distribuciones que satisfacen esta
propiedad es tensa. Si {X,, n > 1} es una sucesién de v.a. cuyas distribuciones asociadas forman una
sucesion tensa decimos que la sucesién {X,,, n > 1} es tensa.

El teorema de Prohorov dice que una familia de f.d. es tensa si y sé6lo si es relativamente compacta.
Combinando el teorema de Prohorov y el corolario 1.6 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.7 Sea {F,,, n > 1} una sucesion tensa de f.d. Si todas las subsucesiones convergentes de

. L d
F,, convergen al mismo limite F', entonces F,, — F.

Observamos que para cualquier p > 0
1 P 1 P
P(‘Xn| > a) < EE ‘Xn| 1{\X|>a} < afpblipEle s
de donde obtenemos la primera parte del siguiente corolario.

Corolario 1.8 (i) Sea p > 0. Una sucesion acotada en LP es tensa. En particular, sucesiones uniforme-
mente integrables son tensas.

(i1) Sea g T 0o una funcidn no negativa y supongamos que sup,, E g(X,) < co. Entonces {X,, n > 1}
es tensa.

Usando el teorema 1.21 podemos demostrar el siguiente resultado.

- d . P
Teorema 1.22 Sea {X,, n > 1} una sucesién tensa. Entonces X,, — X cuando n — oo si y sélo si
toda subsucesion contiene una subsucesion que converge vagamente a X .
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1.8.2. Clases Separantes de Funciones

Definicién 1.12 Una clase £ de funciones continuas y acotadas en R es separante si para cualquier par
F, G de f.d. se tiene que

/de:/fdG, Vfef = F=0G.

Proposicién 1.7 Sea £ una clase separante y {F,, n > 1} una sucesién tensa de f.d. Entonces existe

una f.d. F tal que F, L Fsi y solo si
lim/den existe para toda f € £.

Si esto es cierto, entonces lim,, [ fdF, = [ fdF, para toda f € E.

.. . d . . .
Demostracion. Si F,, — F entonces lim,, f fdF, = f f dF porque las funciones en £ son continuas y
. ) iy d
acotadas. Para ver el reciproco sea Fj,, una subsucesién convergente. Por la tensién F,, — F' donde F

C e . o d
es una f.d. propia. Si tomamos cualquier otra subsucesion débilmente convergente Fn = G, para f € &

se tiene que
1i$/denk :/de, nén/den;C:/fdG,

de modo que f fdF = ffdG para toda f € £. Esto implica que F' = G y en consecuencia todas las

. . . . . d
subsucesiones convergentes de F;, tienen el mismo limite F'. Por el corolario 1.7 tenemos F,, — F'. |

Corolario 1.9 Sea € una clase separante y {F,,, n > 1} una coleccidn tensa de f.d. Si F es una f.d. tal
que [ fdF,, — [ fdF para toda f € £, entonces F, 4P

1.9. El Teorema de Skorohod

Sabemos que convergencia casi segura implica convergencia débil y que el reciproco es falso. Sin
embargo, el teorema de Skorohod nos da un reciproco parcial.

Teorema 1.23 (Skorohod) Sea {X,, n > 0} una sucesidn de v.a. definidas en un espacio de probabili-
dad (Q, F, P) tales que X, 4, Xo. Entonces existen v.a. {Y,, n > 0} definidas en el espacio de Lebesgue

([0,1], B[0,1],m) tales que para cadan >0 fijo, X, 4 Y, y Y, 3 Yy donde la convergencia casi sequra
es respecto a la medida de Lebesgue.

Para la demostracion del teorema necesitamos el siguiente resultado

Lema 1.7 Sea F), la f.d. de X,,, de modo que F, L Ry Site (0,1)NC(F;), entonces Fy, (t) — Fy (t).
Demostracién. Como C(Fp)¢ es a lo sumo numerable, dado € > 0 existe x € C(Fp) tal que
Fy (t) —e <z < Fy (%).

A partir de la definicién de la funcién inversa, x < F§ () implica que Fy(z) < t. Ademds, x € C(Fp)
implica F,(x) — Fy(z), de modo que para n grande tenemos F,(t) < t. De nuevo, usando la definicién
de la funcién inversa, tenemos z < F: (t). Por lo tanto,

Fi(t)—e <z <Fo(b).
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para todo n grande, y como ¢ > 0 es arbitrario, obtenemos que

F;(t) < liminf F (). (1.17)

n—oo

Para cualquier ¢ > t podemos hallar y € C(Fp) tal que
Fi(t)y<y<Fy (') +e.

y esto implica Fy(y) > t' > t. Como y € C(Fy), F,(y) — Fo(y) y para n grande, F,(y) > t, de modo que
y > F~(t) y en consecuencia
Frt)<y<Fy (t')+e.

para todo n grande. Como € > 0 es arbitrario obtenemos

limsup F (t) < Fy (t).

n—oo

Hacemos ahora ¢’ | ¢t y usamos la continuidad de Fj;~ en t para obtener

limsup F,, (t) < F (t). (1.18)
Combinando (1.17) y (1.18) obtenemos el resultado. |

Demostraciéon del teorema de Skorohod. En el espacio [0, 1] definimos la variable aleatoria U(t) =t
de modo que U tiene distribucién uniforme, ya que para 0 <z <1

m(U <z)=m(t€0,1]: U(t) < z) =m([0,z]) = .
Para n > 0 definimos Y}, en [0, 1] por Y,, = F;; (U). Entonces para y € R,
m(Yn <y) =m(t€0,1]: F7(t) <y) =m(t € [0,1] : £ < Fu(y)) = Fu(y),
y concluimos que Y,, 4 X, para todo n > 0. Ahora escribimos
m(t € [0,1]: Y (t) = Yo(t)) = m(t € [0,1] : Fy7 (1) = Fy~ (1)),
y usando el lema 1.7, esto esta acotado por
m(t € [0,1] : Fj~ no es continua en t) =0

porque el conjunto de discontinuidades es numerable. |

1.9.1. El Método Delta

Supongamos que tenemos una familia de modelos {(Q, F, Py), 6 € O}, y queremos estimar el pardme-
tro 6 con base en una muestra de tamano n usando el estadistico T,, = T,,(X1, ..., X,). El estimador T,
es consistente si

Py
T, —

)

para cada 6. El estimador es consistente y asintéticamente normal (CAN) si para todo 6 € ©

lim Py(o, (T, —0) < z) =N(z;0,1),

n—o0

para alguna sucesién o, — 0.
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Supongamos que tenemos un estimador CAN de 6 pero queremos estimar una funcién suave g(6).
Por ejemplo, en una familia de densidades exponenciales, 6 puede representar la media pero estamos
interesados en la varianza 2. Usando el método delta vemos que g(7;,) también es CAN para g(6).

Iustramos el método usando el TCL que demostraremos més adelante. Sea {X;, j > 1} una sucesién
iid. con E(X,) = uy Var(X,) = ¢2. El TCL dice que

Sp—np 4
ol AN,

Equivalentemente, podemos expresar este resultado en términos de X,, = 1 Xi/n como

() 4 v

de modo que X es un estimador CAN de . El método delta dice que si g(z) tiene derivada no nula ¢’(p)
en [t entonces

o) — 910y o
vin( T ) 4 N(0,1), (1.19)

Vemos que g(X) es CAN para g(u).

Observacién 1.9 La demostracién no depende de que la variable limite tenga distribucién N (0, 1).

Demostracién de (1.19). Por el teorema de Skorohod existen variables Z;, y N' en el espacio de Lebesgue
tales que

7! 4 ﬁ(%) N’ ~ N(0,1)

Zl — N' cs. (m).

Definimos B
X! =u+0oZ /\/n,

2 X! . Usando la definicién de derivada

de modo que X,

9Xn) 9w\ a o 9(u+0Z/vn) — g(1)
\/ﬁ( ag' (1) )_\f( og' (1) )
_9wtoZ,/vn) —9(n) Z,

oZ)/\Vn g (1)

C.S N/
3 = N’ ~ N(0,1),

ya que 0Z/ /v/n — 0 cs. [

1.10. Convergencia en Distribucién II

Teorema 1.24 (Slutsky) Sean {X, X,,Y,,&,,n > 1} variables aleatorias. Si X, 4 x y X, —Y, Lo

entonces Y, 4 X. Equivalentemente, st X, 4 x y&n £ 0 entonces X, +&, 4 X.

Demostracion. Basta probar la segunda afirmacion. Sea f una funcién real, acotada y uniformemente
continua. Definimos el médulo de continuidad por

ws(f) = sup |[f(x) — f(y)l

|z—y|<é
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Como f es uniformemente continua tenemos que
ws(f) — 0, cuando 6 — 0. (1.20)
Por el corolario 1.4 basta ver que E(f(X,, + &,)) — E(f(X)). Para esto observemos que

|E(f(Xn + &) — E(f(X)] < |E(f(Xn + &) — E(f(Xn))| + [E(f(Xn)) — E(f(X))]
<E (|f(Xn +€n) - f(Xn)|1{\£n\§5}) + 281;}) |f(‘r)|P(|£n| > 5) + 0(1)

< ws(f) + Const P(|&,] > 6) + o(1).

Haciendo n — oo y luego § — 0 y usando (1.20) obtenemos el resultado. |

A continuacién presentamos una generalizacién del teorema de Slutsky. La demostracién de este
resultado puede verse en el libro de Resnick.

Teorema 1.25 Sean { Xy, Xu, Yn, X,n > 1} variables aleatorias tales que para cadan, Yy, Xupn, u>1
estan definidas en un mismo espacio de probabilidad. Supongamos que para cada u, cuando n — oo,

Xun 4, Xy y cuando u — 0o, X, 4 x. Supongamos ademds que para todo € > 0,

lim limsup P(| Xy, — Y| > ) =0.

U—00 n oo

d
FEntonces tenemos Y,, — X cuando n — oo.

1.11. Teorema de Convergencia a Familias

Muchos resultados de convergencia de variables aleatorias son del siguiente tipo: Para una sucesiéon
de v.a. £,,n > 1y constantes a,, > 0y b, € R, se demuestra que

fn_bn i)Y

)
2%

donde Y es una v. a. no-degenerada. Usando esto tenemos

En*bn

Qn

B(

<z)~P(Y <z)=G(z),

o poniendo y = a,x + by,

Esto permite aproximar la distribuciéon de £, por una familia de distribuciones con pardmetros de ubi-
cacion y escala.

La pregunta ahora es jHasta qué punto son unicas estas constantes de normalizacion a, y b,?7 La
respuesta la da el teorema de convergencia a familias de distribuciones: Las constantes estan determinadas
salvo por equivalencias asintéticas y la distribucién limite estd determinada salvo por parametros de
ubicacion y escala.

Definicién 1.13 Dos distribuciones F' y G son del mismo tipo o pertenecen a la misma familia si para
algunas constantes a > 0, b € R,

G(z) = F(ax +b), z eR.



30 CAPITULO 1. SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

En términos de variables aleatorias, si X ~ F'y Y ~ GG entonces

X—b
y 4 .
a

Por ejemplo, podemos considerar la familia gaussiana. Si X, , tiene distribucién N (u,0?), entonces
d
Xu,o’ = UXO,l + 1.

Teorema 1.26 (Convergencia a familias, Gnedenko & Khinchin) Sean G(x) y H(x) dos fun-
ciones de distribucion propias, ninguna de las cuales estd concentrada en un punto. Supongamos que para
n>1, X, son v.a. con funciones de distribucion F, y U y V son v.a. con f.d. G y H, respectivamente.
Sean, ademds, constantes a, >0, a, >0, b, € R, 3, € R.

a) Si
F,(apx +b,) — G(z), Fu(anz+ p,) — H(x) (1.21)
o equivalentemente
Xn_bniU’ Xn_ﬁni)‘/’
Qp Qp

entonces existen constantes A >0 y B € R tales que, cuando n — oo,

W gsg, Bz p (1.22)
QA A,
i U-B
H(z)=G(Az+B), V< %. (1.23)

b) Reciprocamente, si (1.22) vale, entonces cualquiera de las relaciones en (1.21) implica la otra y (1.23)
vale.

Demostracion
Veamos primero la demostracién de (b). Supongamos que

Gn(2) == Fyplan® +b,) — G(z)

Yy
%—>A>0, P = bn — B,
A, A,
entonces 3 b
Qnp n — Yn
Fo(anz + 8pn) = Gu(—a + —).
Gn, an

Escogemos = € C(G(A - +B)). Supongamos que = > 0, un argumento similar sirve si < 0. Dado € > 0
para n grande tenemos
n n bn
(A—e)x+B—-e< a—x+L <(A+e)x+B+e
an, an,
y en consecuencia
limsup F, (anz + 3,) < limsup G, (A +¢)z + B + ¢).

n—oo n—oo

Por lo tanto, para cualquier z € C(G) con z > (A + €)x + B + € tenemos

limsup Fy, (v + 8y) < limsup G, (2) = G(z2).

n—oo n—o0

En consecuencia,

limsup F, (anx + B,) < inf{G(z) : 2> (A+¢e)z+ B +¢,z € C(G)}.

n—oo
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y como € > 0 es arbitrario,

limsup F,(anz + 3,) < inf{G(z) : 2 > Az + B} = G(Az + B)

n—oo

por la continuidad por la derecha de G. De manera similar,

liminf F,, (apx + 3,) > liminf G, ((A —e)x + B —¢)

n—oo

> liminf G, (2) = G(z)

para cualquier z < (A —e)z + B — ¢, z € C(G). Como estas desigualdades valen para todo € > 0,

liminf F,, (nx + Br) > sup{G(2) : z < Az + B, z € C(G)} = G(Az + B)

n—oo

porque Az + B € C(G).
Veamos ahora la demostracién de la parte (a). Supongamos que

Gn(x) := Fp(anx + by) — G(z), H,(z) := Fy(apz + Bn) — H(x).

Usando el lema 1.7 tenemos que G5, (y) — G (y) paray € C(G*) y H;; (y) — H (y) paray € C(H*),
y es facil verificar que

Por lo tanto
F<— — Un
BW=be gy, yee@),
BLW=Pe gy, yecur.

Como las f.d. G(x) y H(x) no estdn concentradas en un punto, podemos hallar y; < ys con y; €
C(GT)NC(H) para i = 1,2, tales que

—00 < G (y1) < G™ (y2) < 00, —00 < H (y1) < H™ (y2) < oc.
Por lo tanto, para ¢ = 1,2 tenemos

Fy(yi) = bn e By (yi) =B
o G™ (vi), T

— H™(y:). (1.24)

En las expresiones anteriores restamos las ecuaciones con ¢ = 1 de las expresiones con i = 2 para obtener

F7T(y2) B F:(yl)
Fy(y2) _nF;L_(yl)

70

— G (y2) =G (n1), (1.25)

— H™ (y2) — H™ (y1)- (1.26)

Ahora dividimos (1.25) entre (1.26) y obtenemos

an G (y2) -G (1)
— = =A>0.
an  H(y2) — H(y1)

Ademsds, de (1.24) vemos que



32 CAPITULO 1. SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

F;Li(yl) 75" — F;Li(yl) 75"% —>HH(y1)Aa

Qn (o727 Qn

y restando obtenemos
/Bn - bn

an

— H"(y1)A-G" (p) := B,

como querfamos ver, de modo que (1.22) vale. Por la parte (b) obtenemos (1.23).

Observacién 1.10 Una consecuencia de la demostracion es que, a partir de (1.24), (1.25) y (1.26), una
posible seleccién de las constantes de normalizacién es

an = F, (y2) — F, (y1), bn = Fy (y1).

El siguiente ejemplo muestra la importancia de la hipotesis de que las distribuciones limite no estén
concentradas en un punto.

Ejemplo 1.14
Sea

Gl) = 0, sit<ec,
)1, sit>e

Entonces,
—o0, sit=0
G (t)=inf{y: Gly) >t} =< ¢, si0<t<1,
0, sit>1.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema de convergencia a familias.

Corolario 1.10 Sea F,, una sucesion de f. d. y a, > 0 y b, sucesiones de constantes tales que
Fr(anz +b,) — G(x) (1.27)

en todo punto de continuidad de G, que es un a f.d. propia y no estd concentrada en un punto. Sean
cn > 0 y d,, sucesiones de constantes tales que

a d, —b
l s 17 n n s 0
Cn an

Entonces (1.27) vale con ¢, y d,, en lugar de a, y by,.



