Capitulo 2

Valores Extremos

2.1. Distribuciones de Valores Extremos

Una aplicaciéon importante del teorema de convergencia a familias aparece en el estudio de las posi-
bles distribuciones limite para méximos normalizados de v.a.i.i.d. Supongamos que {X,,n > 1} es una
sucesién i.i.d. con f.d. comin F' y sea M,, = max{X,; : 1 <i < n}.

Teorema 2.1 Supongamos que existen constantes a, >0 y b, € R para n > 1 tales que
p (Mn — b,

Qn

<z) =F"(anz +b,) — G(x) (2.1)

débilmente cuando n — oo donde G es propia (G(R) =1) y no estd concentrada en un punto. Entonces
G pertenece a algunas de las siguientes tres familias de distribuciones:

(a) Tipo I: A(z) =exp(—e ) zeR. (2.2)
0 0

(b) Tipo II: ®,(x) = B v para algin o > 0. (2.3)
exp(—z~*) x>0

exp(—(—z)%) =<0

) £ 0 para algin o > 0. (2.4)

(¢) Tipo III: V,(x)= {

Observacion 2.1 Este teorema fue originalmente propuesto por Fisher y Tippett en 1928 y demostra-
do rigurosamente por Gnedenko en 1943. La distribucién (a) es la distribucién de Gumbel, (b) es la
distribucién de Fréchet y (¢) es la distribucién de Weibull.

Demostracion del Teorema 2.1.
A partir de (2.1) obtenemos para cualquier ¢ > 0,
F[nt] (a[nt]m + b[nt]) — G(x)

y ademas
F[nt] (anl‘ + bn) = (Fn(anx + bn))[nt]/n - Gt(x)

11
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Por lo tanto Gy G* son del mismo tipo y usando el teorema de convergencia a familias sabemos que
existen constantes A(t) > 0, B(t) € R, para t > 0, tales que

bn - b[nt]

lim " = A(t),  lim = B(t) (2.5)
n=00 Any] n=o0 Gng]
y
Gl(z) = G(A(t)z + B(t)) (2.6)

A partir de (2.5) vemos que las funciones A(t) y B(t) son medibles. Por ejemplo, en el caso de A
observamos que limites de funciones medibles son medibles, asi que basta ver para n fijo que la funcién
t = apn/aj,y es medible. Pero como el rango de ap, es el conjunto discreto {a;} tenemos, suponiendo
que los a; son todos distintos,

J it 1)

{t:apy =a;} = [ﬁ e

y esto demuestra la medibilidad. Si hay valores repetidos este conjunto es

U [50)

k:ap=aj

Regresemos a (2.6) y para ¢ > 0, s > 0 tenemos, por un lado
G'"(z) = G(A(ts)x + B(ts))
y por otro

G"*(x) = (G*(2))" = (G(A(s)z + B(5)))'
= G(A@®)[A(s)z + B(s)] + B(t)
= G(A(t)A(s)z + A(t)B(s) + B(t)).

Como hemos supuesto que G no esta concentrada en un punto concluimos que para t > 0, s > 0,
A(ts) = A(H)A(s), (2.7)

B(ts) = A(t)B(s) + B(t) = A(s)B(t) + B(s), (2.8)

la dltima igualdad sigue por simetria. La ecuacién (2.7) es la ecuacién funcional de Hamel y por el teorema
1.4 la tnica solucidn finita, medible y no-negativa es

At)=t’,  feR. (2.9)

Consideramos a continuacién tres casos: (a) 6 =0, (b) § >0y (c) 6 < 0.

Caso (a) # =0. En este caso A(t) =1y (2.8) es
B(ts) = B(t) + B(s)
que es una variante de la relacién de Hamel. La solucién tiene la forma

B(t) =clogt, t>0, ceR
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y (2.6) es
G'(z) = G(z + clogt). (2.10)

Si ¢ fuese 0 entonces G seria degenerada. Si ¢ fuese positivo entonces, para x fijo, G*(x) serfa creciente
en t, y concluimos que ¢ < 0.
Si para algun xg € R, G(zg) = 1 entonces de (2.10) obtenemos que

1= G(zo + clogt)

para todo t, y haciendo un cambio de variables obtenemos que G(u) = 1 para todo u, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto G(z) < 1 para todo . De manera similar se muestra que G(z) > 0 para todo
x. Poniendo z = 0 en (2.10) obtenemos para ¢t > 0

G'(0) = G(clogt). (2.11)

Ahora ponemos G(0) = e ? y u = clogt. Como el rango de t es (0,00), en rango de u es (—00,00) y
haciendo un cambio de variables en (2.11) obtenemos

Gu)=e P = exp{—pecflu} = exp{—ecfluﬂog”}
= exp{fef(lc‘_lu*bgp)}

u

= A( E logp).
Caso (b) 6 < 0. A partir de (2.8)
A(H)B(s) + B(t) = A(s)B(t) + B(s)
de modo que si t # 1, s # 1,

B(s) _ B()
1—A(s) 1—A®)

es decir, la funcién B(t)/(1 — A(t)) es constante, igual a ¢, digamos. Por lo tanto, para ¢ # 1

B = 2 (1= A®)

=c(1—1t%

y (2.6) es ahora
Giz) = Gtz +c(1 —t%) = Gt (x — ¢) + ¢)

y cambiando variables
Gz +c) =Gtz +¢).

Ponemos H(z) = G(x + ¢), entonces G y H son del mismo tipo asi que sélo nos ocupamos de H, que

satisface
H'(z) = H(t%z) (2.12)

y no es degenerada. Poniendo z = 0 obtenemos de (2.12), tlog H(0) = log H(0) para t > 0 de modo que
log H(0) vale 0 6 vale —oo, es decir, H(0) = 0 6 1. Pero H(0) = 1 es imposible porque esto implica la
existencia de < 0 con H(z) < 1y por lo tanto el lado izquierdo de (2.12) es decreciente en ¢ mientras
que el lado derecho es creciente en t. Concluimos que H(0) = 0.
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Poniendo = = 1 en (2.12) obtenemos H*(1) = H(t?). Si H(1) = 0 entonces H = 0 mientras que si
H(1) =1 entonces H = 1, y ambas conclusiones contradicen la hipétesis de que H es no degenerada. Por
lo tanto H(1) € (0,1).

Ponemos o = —1/0, H(1) = exp{—p~®}, u = t~/* de modo que u~* = t. A partir de (2.12) con
x = 1 obtenemos para u > 0

H(u) = exp{—p~ “t} = exp{—(pu) “}
= ®,(pu).

Caso (c) 6 > 0. La demostracién es similar. [

Observacion 2.2 Las tres distribuciones mencionadas en el teorema se llaman, en conjunto, las distribu-
ciones de valores extremos (DVE). Observamos que el teorema 2.1 no garantiza la existencia de un limite
no degenerado para M,, ni nos dice cudl es el limite cuando existe. Lo que sabemos es que, cuando el
limite existe, tiene que ser una de las distribuciones incluidas en el teorema, cualquiera sea la distribucién
inicial F.

Ejemplo 2.1

Sea F' la distribucién exponencial de pardmetro 1: F'(x) = 1—e~ " para z > 0, entonces F'"(x) = (1—e~%)"
y en consecuencia

F"(z 41logn) = (1 — e~ logm)n
1

=(1—=e )"
(1-Le)
— exp{e™}
Por lo tanto, con una normalizacién a,, = 1 y b,, = logn, M, tiene como limite una distribucién Gumbel.
Observamos que para la distribucién exponencial, la funcién de cuantilas es Q(z) = —log(1l — z) para
0 < x < 1, y las constantes de normalizacién b,, son en este caso
1
bn = IOgn = Q(l - E)

Ejemplo 2.2
Consideremos la distribuciéon de Cauchy con densidad

1
= — R
f(x) e S €
Por la regla de L'Hopital
F(z) . f(z) ) ma?

xﬁnc}o (7'('37)_1 o —00 7T_1.'17_2 - :rlLHolo 77(1 + 1'2) =1

y por lo tanto F(z) ~ (rz)~!. Esto implica que

(<) - (1)

- (1 - % —|—0(1))n
— exp{—z~'} = ®;(2), > 0.
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Ejemplo 2.3
Consideremos ahora el caso de la distribucién estricta de Pareto con pardmetro o: 1 — F(z) = 2%, para
x > 1. Tenemos

M, — b,
log P(——= < z) =log F"(anz + by) ~ —n(1 — F(ayz + by,)).

donde hemos usado que log(1 —u) y —u son asintéticamente equivalentes cuando u — 1. Para el caso de
una distribucién estricta de Pareto con b, = 0,

—n(l — F(apz + b)) = —n(a,x)”“.
Escogiendo a5 = n, o sea, a, = n'/® y b, = 0 obtenemos que
M,
P(— <z) — exp{—2™¢
(5 <) = exp{-27"}
cuando n — oo, es decir, converge a la distribucién de Fréchet. Observamos que para esta distribucién

1
1— =) =n'*=aq,.
QA-—)=n a

Densidades
Las densidades correspondientes a las distribuciones de valores extremos son las siguientes:
(a) TipoI:  ¢1(z) = Alx)e™, xR
(b) Tipo IT:  go(z) = a®q(z)z~FY 2 >0
(¢) Tipo IIL:  g3(x) = |a| ¥y (2)(—2)*" !, <0

Las distribuciones de valores extremos son unimodales. Las densidades de Fréchet y Gumbel son
sesgadas a la derecha. Las densidades Weibull son sesgadas a la izquierda si o > —3.6 y sesgadas a la
derecha si @ < —3.6. Para « cercano a —3.6 son aproximadamente simétricas. La densidad Weibull tiene
un polo en 0 si o > —1.

Parametros de Ubicacion y Escala

Cada una de las distribuciones de valores extremos representa en realidad una familia de distribuciones
en el sentido de la definicién 1.1, segtin los valores de los pardmetros p y o de ubicacion y escala.

(a) Tipo I: A, (x) = exp(—e~@"H/7) R,

0 T <[

Cu para algin o > 0.
exp(=((z —p)/0)™) z=p

(b) Tipo IL: @, ,, »(z) = {

(¢) Tipo III: Wy 4 5 (z) = {ixp(((x —#fo)%) z i g para algiun « > 0.

Vemos que g es el extremo izquierdo para la distribuciéon de Fréchet y el extremo derecho para la dis-
tribucién de Weibull. Las densidades correspondientes son

1 xz—p
9o (@) = —ai(

) i=1,2,3.
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2.1.1. Parametrizacion de Jenkinson-von Mises

Los tres tipos de distribucién del teorema pueden ser combinados en una sola distribuciéon con
parametrizacién comun, propuesta por Von Mises (1954) y Jenkinson (1955), que se conoce como la
Distribucién de Valores Extremos Generalizada o GEV por sus siglas en inglés. La forma de esta dis-
tribucién es

Ge(x) = exp{ -1+ fx);l/g}, (2.13)

o incluyendo los parametros de localizacién y escala u y o,

Genrt) = 1459

donde y;+ = mdx{y,0}. Para £ > 0 tenemos la distribucién de Fréchet (Tipo II) con v = 1/€. Para £ < 0
tenemos la distribucién de Weibull (Tipo IIT) con o = —1/¢ y la distribucién de Gumbel (Tipo I) aparece
como limite cuando £ — 0. El pardmetro £ se conoce como el pardmetro de forma.

Observamos que en la parametrizacién (2.13), para & = 0 tenemos la distribucién de Gumbel tipica,
para £ = 1/a # 0 obtenemos la distribucién de Fréchet (£ > 0) o de Weibull (§ < 0) con pardmetros
de ubicacién y escala —«, |al, respectivamente. La distribucién de Weibull tiene extremo derecho —1/&
mientras que la de Fréchet tiene extremo izquierdo —1/¢. Las densidades correspondientes en estos dos

Ccasos son
ge(x) = Ge(x) (1 + €x)~ YO 14 ex >0, € #£0.

Es posible verificar también que g¢(z) — ¢1(x) cuando £ — 0.

2.2. Max-Estabilidad
Definicién 2.1 Una f.d. es max-estable si para cada n existen constantes b,, y a,, > 0 tales que
F"(apx +b,) = F(x).

Por lo tanto, una transformacién lineal hace que el maximo tenga la misma distribuciéon F'. La conexién
con las DVE esta dada por el siguiente teorema, cuya demostracién es consecuencia de la demostracién
del teorema 2.1

Teorema 2.2 Una distribucion es max-estable si y sélo st es del mismo tipo que una DVE.
Para las DVE tipicas las constantes correspondientes son

Gumbel A an, =1, b
Fréchet &,, a>0 a, = nt/ b, =
Weibull ¥U,, a<0 a,=n"Y* b

Por ejemplo, " (zn!/*) = &, (x).

2.3. Existencia de Limites no Degenerados
Vamos a considerar relaciones de la forma

P(M,, < uy,) (2.14)
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para sucesiones generales (u,) (en el caso de transformaciones de ubicacién y escala u, = u,(x) =
anx + by). Queremos ahora hallar condiciones sobre F' que aseguren que exista el limite de P(M,, < u,,)
cuando n — oo para una sucesién apropiada de constantes u,. Comenzamos con un resultado elemental
pero importante

Proposicién 2.1 (Aproximacién de Poisson) Dado 7 € [0, 0] y una sucesion (u,,) de nimeros reales
las siguientes dos relaciones son equivalentes

nF(u,) = n(l — F(u,)) — T, (2.15)
P(M, <up)=F"(u,) = e . (2.16)

Demostracion.
Consideremos primero 0 < 7 < co. Si (2.15) vale entonces

— 1 n
P(My < up) = F"(w) = (1 = Flu)" = (1= = +0()) ",
n n
que implica (2.16). Reciprocamente, si (2.16) vale entonces F(u,) — 0 porque si no, para alguna sub-
sucesion (ny) y algin € > 0, F(up,) > € para todo k y P(M,, < un,) = (1 — F(up,))™ — 0 cuando
ng — 00, lo cual contradice (2.16). Tomando logaritmos en (2.16) tenemos

—nlog(l — F(u,)) — .
Como log(1 — z) ~ x para x — 0, esto implica que nF(u,) = 7 + o(1), y por lo tanto (2.15) es cierta.

Si 7 = oo y (2.15) vale pero (2.16) no, debe haber una subsucesién (ng) tal que P(M,, < u,,) —
exp{—7'} cuando k — oo para algin 7/ < oo. Pero entonces, por lo que acabamos de demostrar en el
caso finito, nj, F(u,, ) — 7 < o0, lo cual contradice (2.15) con 7 = co. De manera similar (2.16) implica
(2.15) para T = 0. [

Observacion 2.3

1. El teorema de aproximacién de Poisson estd detras de la demostracién anterior. Supongamos, para
simplificar que 0 < 7 < 0o y definamos B,, = Z?:l 1{x,>u,} Esta cantidad tiene una distribucién
binomial con pardmetros (n, F(u,)). Una aplicacién del teorema de aproximacién de Poisson dice
que B, —, Pois(t) si y sélo si E(B,) = nF(u,) — 7, que no es otra cosa que (2.15). Ademas
P(M,, < u,)= P(B, =0) — exp{—7}. Esta es la razén por la que (2.16) se conoce a veces como
la aproximacién de Poisson para P(M, < uy).

2. Si existe una sucesién (ug)) que satisfaga (2.15) para algun valor fijo y positivo de 7, entonces

podemos hallar una sucesién para cualquier otro valor 7 > 0. Por ejemplo, si (ug)) satisface (2.15)

con T =1, (ugf)) = (ufrll)/ﬂ) satisface (2.15) para 7 > 0.

Corolario 2.1 Supongamos que w(F) < oo y
F(w(F))=Fw(F)) - Fw(F)")>0.
Entonces si para alguna sucesion (u,) se tiene que
P(M,, < un) = p,

necesariamente p =0 ¢ p = 1.
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Demostracion.

Como 0 < p < 1, podemos escribir p = exp{—7} con 0 < 7 < co. Por la proposicién 2.1 tenemos
nF(u,) — 7 cuando n — o0o. Si u,, < w(F) para infinitos n tenemos F(u,) > F(w(F)~) > 0 para esos n
y por lo tanto 7 = co. La otra posibilidad es que w,, > w(F') para todo n suficientemente grande, lo que
implica nF (u,) = 0, y en consecuencia 7 = 0. Por lo tanto 7 =00 6 0,y p=06 1. |

Este resultado muestra, en particular, que si una distribucién tiene un salto en su extremo derecho,
no existe una distribucién limite no degenerada para M,,, no importa cual normalizacién usemos.

Existe un resultado similar para cierto tipo de distribuciones con extremo derecho infinito, como se
ve en la siguiente caracterizacién tomada del libro de Leadbetter, Lindgren y Rootzén, que presentamos
sin demostracion.

Teorema 2.3 Sea F' una f.d. con w(F) < oo y sea 7 € (0,00). Ewiste una sucesion (un) que satisface
(2.15) sii
F(z) 1—F(x)

lim — = lim —~=1 2.17
fw(F) F(z~)  2lw®) 1 —F(z~) ( )

El resultado anterior vale en particular para distribuciones discretas con w(F') = co. Si los saltos de
la f.d. no decaen con suficiente velocidad, entonces no existe una distribucién limite no-degenerada para
el méximo. Por ejemplo, si X toma tnicamente valores enteros y w(F') = oo entonces (2.17) pide que

———— —1 cuando n — oo. (2.18)
F(n-1)

Corolario 2.2 Sea X una v.a. discreta que toma valores enteros positivos con P(X = k) = py y tiene
f.d. F. Ezisten sucesiones de constantes a,, > 0, b, € R tales que F™(anx + by,) converge a un lémite no
degenerado si y solo si
; Pk
lim —=s—— =0. (2.19)
k—oo Z;)O:kp]

Demostracion.

F(k) . F(k)—F(k—1)

F(k—1) F(k—1)
—1__ P
Z;?ik Dj

y por lo tanto (2.18) vale si y sélo si (2.19) es cierta.

Ejemplo 2.4 (La Distribucién de Poisson)

—AAk
P(X:k:):ek| . k>0, A>0.
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Entonces,
F(k) _F(k)-F(k-1)

F(k—1) F(k—1)
Ao SR

=10 (27«!)

A
=1-(1+ Y = )

r=k+1

Podemos acotar la tltima suma de la siguiente maneras:

> A8 > /\ Mk
;kﬂ)(mz) (& +5) ;E S YANLE

que va a 0 cuando k — oo y por lo tanto F(k)/F(k — 1) — 0. El teorema 2.3 muestra que no existe una
distribucién limite no-degenerada para el méaximo y que no existe limite de la forma P(M,, < u,) — p €
(0,1), para ninguna sucesién de constantes (uy,).

Ejemplo 2.5 (La Distribucién Geométrica)

P(X=k)=pd-p* T, k>1,0<p<l,
En este caso tenemos

ik e
F(k(_)l)zl—(l—p)’”(Z(l—p) 1) —1-pe(0,1).

r=k

y de nuevo no existe limite de la forma P(M,, < u,) — p € (0,1).
Los méaximos de variables i.i.d con distribucién geométrica juegan un papel importante en el estudio
de las rachas de éxitos en un paseo al azar.

Ejemplo 2.6 (La Distribucién Binomial Negativa)

(V—i—k—l

ko1 )p”(l—p)’“‘% k>0,0<p<1v>0,

Para v > 1 la distribuciéon binomial negativa generaliza la distribucién geométrica: Representa la dis-
tribucion del tiempo de espera hasta en v-ésimo éxito.
Es posible demostrar que
F(k)

m <1l-pe(0,1)

y llegamos a la misma conclusiéon que en los casos anteriores.
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2.4. Dominios de Atraccién
Sea {X,,n > 1} una sucesién de v.a.i.i.d. con funcién de distribucién comin F. Sea
M, = méx{X;,1 <i<n}

Definicién 2.2 Decimos que la funcién de distribucién F' estd en el dominio de atraccion de la distribu-
ci6én de valor extremo H (notacién: F' € D(H)) si existen constantes a, > 0, b, € R tales que

F*(apz +bn) = P(My, < apz +b,) — H(z), z€R.

Nuestro interés ahora es obtener condiciones necesarias y suficientes para determinar si una f.d.
pertenece al dominio de atraccién de alguna de las distribuciones de valores extremos. Comenzamos con
el siguiente resultado que es consecuencia inmediata de la proposicién 2.1

Proposicion 2.2 La f.d. F pertenece al dominio de atraccion de la DVE H con constantes de normali-
zacion a, > 0, b, € R si y solo si

lim nF(a,z +0b,) =—logH(z), z€R.

n—oo
Cuando H(x) =0 el limite se interpreta como oo.

El siguiente concepto define una relacién de equivalencia entre las funciones de distribucién.

Definicién 2.3 Dos f.d. F' y G son asintéticamente equivalentes si tienen el mismo extremo derecho, es
decir, si w(F) =w(G), y

o

()

lim — =c
ztw(F) G(x)

para alguna constante 0 < ¢ < oc.

Demostraremos que los dominios de atraccién de las DVE son cerrados respecto a esta relacion, es
decir que si F'y G son asintéticamente equivalentes entonces F' € D(H) si y sélo si G € D(H). Més ain,
para dos f.d. asintéticamente equivalentes es posible usar las mismas constantes de normalizacion.

2.5. Funciones de Variacion Regular

Definicién 2.4 Una funcién medible U : RT — RT es de variacién regular en co con indice o (notacién:
U € VR, o fvr(a)) si para z > 0

(0%

U(tx)
i
500 U(L)

« se conoce como el exponente o indice de variacién. De manera similar podemos definir funciones de
variacién regular en 0 y los resultados son equivalentes: U(x) es de variacién regular en oo sii U(z~1) es
de variacién regular en 0.

Si a = 0 decimos que U es de variacion lenta, y en general denotaremos estas funciones con la letra
L.SiU € VR, entonces U(z)/x* € VRy y poniendo L(z) = U(x)/xz® vemos que es posible representar
una funcién de variacién regular de indice o como z*L(x).
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Ejemplos 2.7

El ejemplo canénico de fvr(a) es z®. Las funciones log(l + ), loglog(e + z) y exp{(log(z))*} para
0 < a < 1 son de variacién lenta. Cualquier funcién L(z) con limite finito cuando 2 — oo es de variacién
lenta. Las funciones e y cos(x) no son de variacién regular ni de variacién lenta.

Para las aplicaciones que nos van a interesar queremos considerar f.d. cuyas colas sean de variacién
regular. Por ejemplo,
1-Fx)=2"% x>1, a>0,

y
Ba(z) = exp{—a}, @ >0.

Esta distribucién tiene la propiedad
1—®4(x) ~2™% cuando z — oo,

donde la notacién f(z) ~ g(x) quiere decir que f(x)/g(z) — 1 cuando x — co. Una ley estable de indice
a, 0 < a < 2 tiene la propiedad

1—F(z) ~cx™, cuando x — 0o, ¢ >0
y en particular la distribucién de Cauchy con densidad f(x) = 1/7(1 + 2?) satisface

1—F(ac)~i

T

Si N(z) ~N(0,1) entonces 1 — N(z) no es de variacién regular. Tampoco lo es 1 — A(z).

2.6. El Teorema de Karamata

Los siguientes resultados presentan las propiedades de integracion de las funciones de variacién regular.
La integral de una funcién de este tipo es también de variacién regular pero con indice una unidad mayor.

Teorema 2.4 (Karamata)

i) Si o> —1 entonces U € VR, implica que [; U(t)dt € VRai1 y

lim M =a+1. (2.20)
w—oo [P U(t)dt
Sia < =1 (0sia=—1y [TU(s)ds < o) entonces U € VRq implica [ U(t)dt es finita,
[SU@®)dt € VRas1 y
i —20@ (2.21)
w—oo [ZU(t)dt
it) Si U satisface
tm —2UE) e (0, 00) (2.22)
a—oo [TU(t)dt ’ '
entonces U € VRy_1. Si [ U(t)dt < oo y
m 0@\ ¢ (0,00) (2.23)

e—oo [*U(t)dt
entonces U € VR_(x11)-
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Teorema 2.5 (Representaciéon de Karamata) Una funcion h € VR, para algin o € R sii puede
representarse como

et
h(z) = c(x) exp{ / @dt} (2.24)
1t
para x > 0 donde ¢ : Rt — Rt e : Rt — Rt y
lim ¢(z) =c € (0,00), th’m e(t) = a. (2.25)

2.7. Caracterizacion de los Dominios de Atraccion

2.7.1. Dominio de Atraccion de la Distribucion de Fréchet
Teorema 2.6 (Gnedenko, 1943) F € D(®,,) siy sélo si 1 — F € VR_,. En este caso
F'(apz) — ®4(2)
con
an = Q(1-=). (2.26)

n

Observacién 2.4 a) Por lo tanto sélo distribuciones con w(F') = oo pueden estar en D(P,,).
b) Tenemos

an:Q(l—%):il’lf‘{ZCERZF(LU)Zl—%}

1
>n}

=inf{z € ) =

R:
1 —
- (1 - F) (n)
Demostracion.

a) Supongamos que F' € VR_, vy a, estd definida por (2.26). Veamos que

>1—F(z)} =inf{zx e R:

1— F(ap) ~n~ % (2.27)

A partir de las relaciones en la parte b) de la observacién anterior vemos que

1
1-F(a,) <—<1-F(a,),
n
o equivalentemente
1—Fl(ay)
——— " < (1 — F(ay)) < 1. 2.28
ey S Fe) < (225)

Como F =1 — F es decreciente y a,, — oo (n — 00), para ) < 1 y n grande F(a;,) < F(a,n). Usando

esto en (2.28) obtenemos
1—F(ay)
———<n(l-F <1
e <1 - Fa) <

Pero F =1—F € VR_,, de modo que para ¢ > 0 dado, y n grande

(1—e* <n(l - Fla,)) < 1
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lo cual muestra (2.27). Ahora, para z > 0 tenemos

1— F(apx)

n(l — F(apz)) ~ T Fla) —x

cuando n — o0, ya que a,, — o0o. Por la proposicién 2.1 F"(a,x) — exp{—2~%}. Si z < 0 entonces
F(apz) < F™(0) — 0 = ®4(x), ya que la variacién regular de la cola en infinito requiere que F(0) < 1.
b) Reciprocamente, supongamos que

lim F"(anx + by) = o) (2.29)

n—oo

para todo x > 0 y para sucesiones apropiadas a,, > 0y b, € R. Entonces

lim F"(aps)® + bg)) = Y3 (x) = (st ), s>0,2>0.

n—oo

Por el teorema de convergencia a familias de distribuciones tenemos

ns bns 7bn
OUnsl _, gija o lnal ~o. (2.30)

an an

Supongamos primero que b,, = 0, es decir

lim F™(apz) = o (x). (2.31)

n

Tomando logaritmos en (2.31) vemos que

limnlog F(a,x) = —xz ™. (2.32)

Como a,, >0y 0 < ®,(z) < 1 para todo > 0, w(F') = oo porque si no podriamos escoger x > 0 tal que
anz > w(F') para todo n, y esto contradice (2.31).
Definimos ahora una subsucesién de indices de la siguiente manera: para s > 1 definimos n(1) = r
conr(s—1)>1yn(k+1)=[n(k)s]. Es claro que n(k) — oo y las relaciones en (2.30) implican
b —b
In(k+1) | /e 1, n(k+1) = On(k)

0. (2.33)
Qn (k) An (k)

Por lo tanto, para k grande, a,, ) es creciente y a,x) — oo. Asi, para ¢ suficientemente grande, existe
k con a,xy <t < apr41) y entonces, para x > 0

Flapwr) < F(tw) < Fapge)o)- (2.34)

Estas desigualdades se mantienen si tomamos logaritmos. Ademds, para y suficientemente grande, log F'(y)
estd definido y es negativo. Tomando logaritmos en (2.34) para ¢ > 0 y = 1 y para ¢ suficientemente
grande, obtenemos
log F (1)) S log F(tz) < log F(an(x+1)7)
log F(ank+1)) — logF(t) — log Flanw)

(2.35)

Ahora
log Flapmz)  n(k)log F(ankyr) n(k+1) ~ S—x_a .
log Fank+1))  n(k+1)log Fanm+1)) n(k) -1
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cuando k — oo. Una relacién similar es cierta para la fraccién que aparece a la derecha de (2.35) con s
reemplazado por 1/s. Como s > 1 es arbitrario concluimos que

lm log F(tx)
t—oo log F(t)

—x

Si tomamos en cuenta que —logz ~ 1 — x cuando x — 1, esta relacién es equivalente a pedir que
1-FeVR_,.

Si b, # 0 entonces es necesario mostrar que b, /a, — 0. Si esto vale, por el corolario 1.1 podemos
reemplazar la sucesién b,, por 0 y usar el argumento anterior. En realidad basta hacerlo para la subsucesién
n(k) que hemos definido. Poniendo b,y = 0 tenemos

k—1 k—1
-y bugi+1) = bng) _ T bugi+1) = bug) an)
(k) 5=5  Onk) prer S TC) BT )
M k—1 b = bagy @
(Z+ Z ) bngj+1) ") 54w,
j=0 j=M+1 a’n(J) a’”(k)

Dado ¢ > 0 escogemos M de modo que para todo j > M,

bn(i+1) = bn) -

An(5)

lo cual es posible por (2.33). Por otro lado, como « > 0, s/

con s Ve < g<1,

< 1y en consecuencia, para cualquier ¢

o) < Const ¢"*) =) < Const ¢k (M)
a”(k)
para j < M. Por lo tanto,
51| < eprg™® M) 0, k- o0

para cualquier M fijo. Ademés

k—1
Ce
[32| < e Const Z ¢ —n) <sConsth 1o
j=M+1 7=0 _q

Por lo tanto by, ) /ank) — 0.
|
Observamos que esta clase de f.d. tiene distribuciones con colas muy pesadas en el sentido de que
E(X,)? = oo para 6 > a.
El siguiente resultado presenta condiciones que son maés sencillas de verificar si la f.d. F' tiene densidad.
La demostracién es una aplicacién inmediata del teorema de Karamata.

Teorema 2.7 (Condicién de Von Mises) Sea F absolutamente continua con densidad positiva f en
alguna vecindad de oco.

a) Si para algin a >0,
. xf(x)
1 _—

entonces F € D(®,). Podemos escoger a, de modo que ay, f(a,) ~ a/n.

(2.36)
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b) Si f es no-creciente y F € D(®,,) entonces (2.36) vale.

El proximo resultado muestra la clausura del dominio de atraccién de esta ley con respecto a equiva-
lencia asintotica.

Proposicién 2.3 Sean F y G f.d. y supongamos que F € D(®,) con constantes de normalizacién a, > 0,
es decir

lim F"(apz) = ®o(x), x>0. (2.37)
Entonces

lim G"(anx) = Py(ax), x> 0.

n—oo
para algin a > 0 si y solo si F' y G son asintdticamente equivalentes con
(@) _ o

lim — = a”.

ol

~

Demostracion.
Veremos solo la demostraciéon de la suficiencia. Para la demostracién de la necesidad pueden consultar
el libro de Resnick, Prop. 1.19.
Supongamos que F(z) ~ ¢G(z) cuando  — oo para algiin ¢ > 0. Por la proposicién 2.1 la relacién
(2.37) es equivalente a
lim nF(apz) =2~
n—oo
para todo = > 0. Para estos valores de x, a,x — oo cuando n — oo y por lo tanto, por equivalencia
asintotica,

nG(anz) ~ ng *Flapx) — ¢ 1o,

y de nuevo, usando la proposicién 2.2,

lim G"(anx) = exp{ - (ql/o‘:c) }

n—oo
Basta ahora poner a = ¢'/©. [ |

Ejemplo 2.8
Las distribuciones de Pareto (estricta), Cauchy y las estables con exponente o < 2 pertenecen a la clase
de las distribuciones generalizadas de Pareto, que satisfacen

F(x) ~Kz™®, 1z — oo,

para algin K,a > 0. Por los resultados anteriores F' € D(®,) ya que F € VR_, y podemos escoger
como constantes de normalizacién a,, = (Kn)'/®. En consecuencia

(Kn)~Y*M, —,, ®,.

Otra distribucién que pertenece a la clase de las distribuciones generalizadas de Pareto, y por lo tanto
satisface la relacién anterior, es la de Burr:

F(z) = (/f—fx7> ,  a,k,T>0.
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Ejemplo 2.9 (Distribucién Loggamma)
La distribucion loggamma tiene cola

_ b1
F(x) ~ () (logz)? 2= «a,B > 0.
cuando x — oo. Por lo tanto F' € VR_,, que equivale a F' € D(®,,). Usando la relacién (2.27) obtenemos
aloga, — (8 —1)logloga, — log(a®~1/T(B)) = logn. (2.38)

La solucién satisface
loga, = a ' (logn +logr,),

donde log 7, = o(logn) cuando n — co. Reemplazamos esta expresion en la ecuacién (2.38) y obtenemos
logr, = (8 — 1)log(a tlogn(1 4 o(1))) + log(a”~1/T(B)).
Obtenemos las constantes de normalizacién

an ~ ((T(8)) " (logn)?~1n) "/,

y por lo tanto
—1/a

((T(8) (logn)?~tn) ™ "My =4 Pa.

El teorema de representacion de Karamata para funciones de variacién regular implica que toda
funcién de distribucién en D(P,,) es asintéticamente equivalente a una f.d. absolutamente continua que
satisface la condicion de von Mises. Podemos resumir esto de la siguiente manera: El dominio de atraccion
de ®, consiste de las f.d. que satisfacen la condicién de von Mises y las f.d. que son asintéticamente
equivalentes a ellas.

2.7.2. Dominio de Atraccién de la Distribuciéon de Weibull

Teorema 2.8 (Gnedenko, 1943) F € D(¥,,) si y sélo siwp < oo y1—F(wp—271') € VR_,, cuando
xr — 00. Fn este caso podemos definir

1 1 -
L =0(1— = :(7) 2.39
=)= (=) (239
y tenemos
F'wp + (wp —ap)z) = Yulz), x<O0.
Demostracion.
Supongamos que wr < 00y 1 — F(wp — 27 1) € VR_,. Definimos

0 <0
F, _ ’ ’ 2.40
@) {F(wp —z7h, x>0. (2.40)

Entonces 1 — Fi(z) € VR_, y por el teorema 2.6 podemos tomar

= (1 —IF*)H(")
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Fayz) — Po(x), >0
es decir,
F™Mwp — (anz)™!) — exp{-27%}, >0
y en consecuencia

F'"wr +ay'y) — exp{—(-9)*}, y<0.

Observamos que

a; =if{u:1/(1— Fi(u)) >n}
=inf{u:1/(1 - Flwr —u"")) >n}
, 1 1
:mf{wF—s : 1—F(s) Zn}
=1/(wp —f{s:1/(1 = F(s)) > n}) =1/(wr — ay)

y por lo tanto
F"(wp + (wr —an)y) — Yaly), y<O0.

Reciprocamente, supongamos que existen sucesiones a,, > 0, b, € R tales que, cuando n — oo
F"(apx +b,) — Yulz), n — oco.
Veamos primero que wp < co. Al igual que en el Teorema 2.6, para s > 1

lim F"(apq% + b)) = \Ili/s(x) = \Ila(xs_l/")

n—oo

y por el teorema de convergencia a familias

Alns]

1o s = bn

Qn an

— 0

Definimos recursivamente una sucesién n(k) como en el teorema 2.6 por n(l) = r con r(s —1) > 1y
n(k+ 1) = [n(k)s]. Como s > 1, n(k) — oo, (k — 00). Tenemos entonces que

Un(ks1)  —i/a Ot “Onmy o
n(k) ’ (k)

—1/a

Como s < 1 se tiene de inmediato que a,) — 0 (k — o0) y

bu(ktm) — buk) — 0, k — oo,m — oo,

de modo que by,(x) es una sucesién de Cauchy y por lo tanto converge a un limite finito que llamaremos
b. Tenemos ademaés que

b—0b
lim ——®) — g
k—o0 an(k)

Por el corolario 1.1 podemos cambiar las constantes cuando restringimos n a la sucesién n(k). Obtenemos

lim F"®) (a, 07 +b) = Ua(). (2.41)

k—o0
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En particular, haciendo 2 = 0 obtenemos que F(b) = 1 y por lo tanto wr < b < co. En realidad, wp = b:
Como ay () — 0 (k — 00), y como ¥, (x) < 1 paraz <0, F(z) <1 para x < b.
Ahora podemos transformar la ecuacién (2.41) en (2.31) usando la funcién F, definida por (2.40).
Hacemos el cambio y = —1/x, apx) = 1/cyk) ¥y teniendo en cuenta que ¥, (z) = ®4(y) obtenemos que
n(k
FI (eogiyy) — Paly)
Como vimos, (2.31) implica que F* € VR_,, que es lo que querfamos demostrar.
[ |

Para este caso también es posible dar una condicién més sencilla en el caso en el cual la distribu-
cién tiene densidad. La demostracion, de nuevo, es una consecuencia del teorema de representacion de
Karamata.

Teorema 2.9 (Condicién de von Mises) Sea F' absolutamente continua con densidad f estrictamente
positiva en algun intervalo finito (z,wp). Si
(wr — ) f(x)

Iim ———~ =a >0,
zlwr F(SC)

entonces F' € D(V,).

Usando la transformacién (2.40) podemos reformular la proposicién 2.3 de la siguiente manera,

Proposicién 2.4 Sean F y G f.d. con w(F) = w(G) < 0o y supongamos que F' € D(V,,) con constantes
de normalizacion a, > 0, es decir

lim F"(apz +wr) = Uu(x), x<0. (2.42)

n—oo

Entonces
lim G"(anz +wg) = Yolaz), = <O0.

n—oo
para algin a > 0 si y solo si F' y G son asintdticamente equivalentes con
F(z)

lim =a .

elwr G(z)

Ejemplo 2.10 (La Distribucién Uniforme)
Para la distibucién U(0, 1), obviamente w(F) =1y F(1—1/z) = 1/x € VR_;. Por el teorema 2.8 vemos
que F € D(¥;). Como F(1 —1/n) = 1/n, ponemos a,, = 1/n, y entonces
’ﬂ(Mn — ].) —w \Ifl.
Ejemplo 2.11
Sea F una f.d. con extremo derecho finito w(F') y que satisface
F(z) = K(wp —2)*, wp—KY*<z<wp, K,a>0.

Por el teorema 2.8 vemos que F' € D(¥,,). Podemos escoger las constantes de normalizacién de modo que

Flwp —ap) =n~', es decir, a, = (Kn)~'/*, y se tiene

(Kn) ™Y (M, — wp) =y Pa.
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Ejemplo 2.12 (Distribucién Beta)
La distribucion Beta tiene densidad

f() = ————2* 1 -2, 0<z<l, ab>0.

Observamos que
1, T(a+Db)
1= 5) T T(a)T(b) (1- x

)“_135—(17—1)

de modo que f(1 —x!) es de variacién regular con indice —(b — 1) y por el Teorema de Karamata,
- 1 o}
Fl-27)= / fy)dy = / A=y Ny dy ~ a1 —ah).
1—xz— x
En consecuencia F(1 — 27 !) es de variacién regular con indice —b y

I'(a+b)

=

x T 1.

Por lo tanto la f.d. Beta es asintéticamente equivalente a una f.d. que se comporta como una potencia
en wr = 1. Por la proposicién 2.3 las constantes de normalizacién se pueden determinar a partir de los
resultados del ejemplo anterior con o = 1.

Usando de nuevo el teorema de representacién de Karamata para funciones de variaciéon regular
podemos ver que que las funciones que pertenecen al dominio de atraccion de ¥, son asintéticamente
equivalentes a una f.d. absolutamente continua que satisface la condicién de von Mises. Podemos resumir
esto de la siguiente manera: El dominio de atraccién de ¥, consiste de las f.d. que satisfacen la condicién
de von Mises y las f.d. que son asintéticamente equivalentes a ellas.

2.8. Dominio de Atraccién de la Distribucion de Gumbel

2.8.1. Funciones de von Mises

Definicién 2.5 Sea F' una f.d. con extremo derecho wpr < co. Supongamos que existe z < wpg tal que F'
tiene representacién
_ 1
F(x)zcexp{—/ —dt}, z <z <wp, (2.43)
- a(t)
donde ¢ es una constante positiva, a(-) es una funcién positiva y absolutamente continua (con respecto a

la medida de Lebesgue) con densidad a’ y limg,(ry a’(2) = 0. Entonces decimos que I’ es una funcién
de von Mises y que a es la funcion auxiliar de F'.

Observacién 2.5 Es interesante comparar la representacion (2.43) con la representaciéon de Karamata
(2.24) para una fvr. Si ponemos a(z) = x/e(x) de modo que £(z) — « € [0, 00) cuando x — oo, (2.43) se
convierte en una fvr(—a). Veremos mas adelante que la funcién auxiliar de una una funcién de von Mises
con wr = oo satisface a(z)/z — 0. Esto quiere decir que F(z) decrece a 0 mucho més rdpidamente que
cualquier potencia.
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Ejemplo 2.13 (Distribucién Exponencial)

F(zx)=e?", 2>0,X>0.

F es una funcién de von Mises con funcién auxiliar a(z) = A7,

Ejemplo 2.14 (Distribucién de Weibull)

F(x) =exp{—cx"}, x>0,¢c,7>0.

F es una funcion de von Mises con funcién auxiliar
1—7
x
a(z) = , x>0
cT

Ejemplo 2.15 (Distribucién de Erlang)

. n—1 ()\Zﬁ)k
F(x):ef)‘xZT, x>0,A>0,neN.
k=0 ’

F' es una funcién de von Mises con funcién auxiliar

n—1
_ Z (n—1)! —(k+1), .~k
a(m) = : mA X y x> 0.
=0

Ejemplo 2.16 (Comportamiento exponencial en el extremo derecho finito)
Sea F una f.d. con extremo derecho finito wg y cola

F(m)zKexp{— }, r<wp, aK>0.
wWp — T
F es una funcién de von Mises con funcién auxiliar
2
Wp — X
a(z) = u, r < wp.
«

Por ejemplo, para wp =1, a =1y K = e obtenemos

F(x):exp{f . L

— T

}, 0<z <.

Ejemplo 2.17 (Diferenciabilidad en el extremo derecho)

Sea F' una f d con extremo derecho wp < oo y supongamos que existe z < wp tal que F' es dos veces
diferenciable en (z,wp) con densidad (estrictamente) positiva f = F' y F'(z) < 0 para z < ¢ < wp.
Entonces no es dificil ver que F es una funcién de von Mises con funcién auxiliar a = F/f si y s6lo si

i F@)F" ()
eiwr  f2(2)

En efecto, sea 2 < < wp y ponemos R(z) = log F(x) y a(z) = 1/R'(z) = F(z)/f(x) > 0. Por lo tanto
F' tiene representacion (2.43) y ademds

= 1. (2.44)

Fla)F(z)
f2(=)

de modo que (2.44) equivale a a’(z) — 0 cuando = T wp.

a'(z) = — -1
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Definicién 2.6 Una funcién medible y positiva h definida en (0,00) es de variacién rdpida con indice
—00, h € R_o si

. h(tz) 0 sit>1,
lim =
o si0<t<l1.

Como ejemplo de funcién en esta clase tenemos a h(x) = e~ *. Las principales propiedades de estas
funciones se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 2.10 a) Sea h € R_o, una funcion no-creciente, entonces, para algin z > 0 y todo o € R

/ £ h(t)dt < oo,

, 2 Lh()
lim > ., <. =
w—oo [ tah(t)dt
St para algin o € R, floo t*h(t)dt < oo y (2.45) vale, entonces h € R_ .

b) Si h € R_o entonces existen funciones ¢ y 6 tales que c¢(x) — ¢o € (0,00), d(z) — —oo0 cuando
T — o0 y para algin z > 0,

(2.45)

h(z) = c(z) exp { /: Mdu}, x> 2. (2.46)

u

El reciproco también es cierto.

Teorema 2.11 (Propiedades de las funciones de von Mises) Toda funcion de von Mises F es ab-
solutamente continua en (z,wr) con densidad positiva f. Podemos escoger la funcidn auziliar como
a(z) = F(x)/f(x). Ademds, tenemos las siguientes propiedades

a) Si wp = 0o, entonces F € R_, ¥

fm zzﬁf(sc) = 00. (2.47)
b) Si wp < 00, entonces F(wp —27 1) € R_o ¥
lim M = 00. (2.48)
zlwp F(:L‘)
Demostracion.
A partir de la representacién (2.43) obtenemos
d — flx) 1
—(=logF(x)) = = =——, 2z<z<WwFp.
e @) = 55 = oo o

a) Como a'(z) — 0 cuando z — oo, el promedio Césaro de a’ también converge:

1fm alz) _ lim l/ a'(t)dt = 0. (2.49)

r—oo I T—00 I

y esto implica (2.47). Aplicando el teorema 2.10(b) obtenemos F € R_ .
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b) Tenemos

W ! t 1 S
lm —2 _ i <7/ () dt) —lim=- [ d(wp—t)dt

rTwr W — rTwr W — sl0 s Jo
haciendo un cambio de variables. Como a'(wp —t) — 0 cuanto ¢ | 0, el dltimo limite es 0. Esto implica

(2.48), v al igual que en la parte (a), F(wp —27!) € R_w. [

Observacién 2.6 A partir de la relacién (2.47) se sigue que lim, ooz ta(z) = 0 y de (2.48) que
a(r) = o(wr — x) = o(1) cuando z | wp.
Observamos que a~1(z) = f(x)/F(z) se conoce como la tasa de riesgo (‘hazard rate’) de F.

Ahora podemos demostrar que una funcién de von Mises estd en el dominio de atraccién de la dis-
tribucién de Gumbel.

Teorema 2.12 Si F es una funcién de von Mises entonces F € D(A). Las constantes pueden escogerse
de acuerdo a las siguientes formulas

by =Q(1—n"Y y a,=a(b), (2.50)
donde a es la funcion auziliar de F'.

Demostracion.
La representacién (2.43) implica para t € R y z suficientemente cerca de wg que

F(z +ta(x)) atta(@)
;(m):exp{—/x mdu}.

Ponemos v = (u — x)/a(x) y obtenemos
Flatta(@) _ f [ al@)
F(z) P { /0 a(z + va(z)) d } (2:51)

Ahora veremos que el integrando converge localmente uniformemente (es decir, uniformemente sobre
intervalos acotados). Dados € > 0y x > z¢(¢),

z+va(z)
/ a’'(s)ds

donde hemos usado que a’(z) — 0 cuando x | wp. Esto implica que para x > x¢(¢)

lae + va(x)) — a(x)| = < elola() < ftla(a),

a(x +va(x))
a(x)

Podemos hacer el lado derecho arbitrariamente pequeno y en consecuencia

— 1’ < elt].

) ax)
zl%g; a(r +va(z)) L (2:52)

uniformemente en intervalos acotados de valores de v. Esto, junto con (2.51) implica

. F(z+ta(x))
II%LnF W =e (2.53)
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uniformemente en intervalos acotados de valores de t. Escogemos ahora las constantes de normalizacién
de acuerdo a (2.50), entonces (2.53) implica

lim nF(ta, +b,) =e ' =—logA(t), teR.

n—oo

Una aplicacién de la proposicién 2.2 muestra que F € D(A). |

2.8.2. Caracterizacion del Dominio de Atraccién de A.

La clase de las funciones de von Mises no caracteriza completamente el dominio de atraccién de A,
pero sin embargo, tampoco estd muy lejos de la caracterizacion. El siguiente teorema lo presentamos sin
demostracién, la cual puede encontrarse en el libro de Resnick.

Teorema 2.13 La f.d. F' con extremo derecho wr < 0o pertenece al dominio de atraccion de A si y sélo
st existe algun z < wp tal que F tenga representacion
- “g(t)
F(z) :c(ac)exp{ —/ —dt}, z <z <wp, (2.54)
- a(t)
donde ¢ y g son funciones medibles que satisfacen c¢(x) — ¢ > 0, g(x) — 1 cuando z T wp, y a(z) es
una funcidn positiva y absolutamente continua (respecto a la medida de Lebesque) con densidad o' (x) que
satisface limyt,,, o' (x) = 0.
Para una F' con esta representacion podemos escoger

b, = Q(1 — n_l), an = a(by,),

como constantes de normalizacion.
Una posible seleccion de a es

1
F(x)

a(z) = /wF F(t)dt, z<wp. (2.55)

Observacién 2.7 Si X es una v.a. con f.d. F, la funcién a definida por (2.55) es la funcién media de
exceso o vida remanente media:

e(z) = E(X — z|X > x), r < wp.

Una caracterizacion alternativa para el dominio de atracciéon de la distribuciéon de Gumbel esta dada
por el siguiente teorema.

Teorema 2.14 La f.d. F pertenece al dominio de atraccion de A si y solo si existe alguna funcion positiva
a tal que

Flatta@) _ g (2.56)

lim
zlwr F(x)

Una posible seleccion de esta funcion es a = a dada por la ecuacion (2.55).

Al igual que en los casos anteriores, el dominio de atracciéon de la distribucién Gumbel también es
cerrado respecto a equivalencia asintética, como indica el siguiente teorema.
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Teorema 2.15 Sean F y G f.d. con igual extremo derecho wrp = wg y supongamos que F € D(A) con
constantes de normalizacion a, >0 y b, € R, es decir,

lim F"(apz +0b,) = A(z), xR (2.57)

n—oo

FEntonces
lim G"(apz +b,) =A(x+b), zeR.

n—o0

si y solo si F' y G son asintoticamente equivalentes con

1m E(z) = eb.
zTwrp G(l‘)

Demostracion.
Igual que antes, haremos sélo la demostracién de la suficiencia. La demostracién de la necesidad se
puede hallar en el libro de Resnick.
Supongamos que F(x) ~ c¢G(z) cuando = T wp para algin ¢ > 0. Por la proposicién 2.2 (2.57) es
equivalente a
lim nF(a,z +b,) =¢*, x€R.

n—oo
Para cualquiera de estos x, a,x + b, — wg y por equivalencia asintética,

nG(anx +by) ~ nc 'F(ape +b,) — c e, xR
Usando de nuevo la proposicion 2.2,

lim G"™(ana + by) = exp{—e~@+8N — A(z +1ogc), z€R.

n—oo

Basta ahora poner b = logec. |

Ejemplo 2.18 (La Distribucién Normal)
Llamemos ¢ la densidad y ® la f.d. normal tipica. Veamos primero que ® es una funciéon de von Mises,

para lo cual verificamos la condicién (2.44). Aplicando la regla de I'Hopital a ®(x)/z'¢(x) obtenemos
la relacién ®(z) ~ p(z)/x, conocida como la relacién de Mill. Ademds ¢'(z) = —zp(z) <0y

o P (@)

=—1.
A (a)

Por (2.44) ® es una funcién de von Mises y por el teorema 2.12, & € D(A). Ahora calculamos las
constantes de normalizaciéon. Usando de nuevo la relaciéon de Mill

— 1
O(x) ~ #(@) = e w2, x — 00. (2.58)
x 2rx

e interpretamos el lado derecho como la cola de una f.d. G. Por el teorema 2.15, ® y G tienen las mismas
contantes de normalizacién a,, y b,. Usando la relacién (2.50) tenemos b, = G~ (1 —n""') y por lo tanto
buscamos una solucién de —log G(b,) = logn, es decir,

b2 1
5" + logb,, + 3 log 2 = logn. (2.59)
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Haciendo un desarrollo de Taylor obtenemos

12 loglogn + log 47

b, = (2logn) 22logn)i/?

+ o((logn)~1/?).

Podemos tomar como funcién auxiliar a(x) = ®(x)/¢(z) ~ =1 y por lo tanto
an = a(by) ~ (2logn) /2,

Como las constantes estdn determinadas excepto por equivalencias asintéticas podemos escoger

_ loglogn + log 4w
_ 1/2 _ /2 _
an, = (2logn) , b, = (2logn) 52 logn)i/?
y por lo tanto,
loglogn + log 4w
V2logn (M, — \/2logn + g ) = A (2.60)

Otra manera tutil de calcular las constantes de normalizacién es usando transformaciones mondtonas.
Si g es una funcién creciente e Y = g(X), entonces

M, = méx(Y,...,Y,) = g(M,), z€R.

Si X € D(A) con
lim P(M, <a,x+b,) =Ax), z€R,

entonces N
lim P(M, < g(apz+b,)) =Ax), xR

n—oo
En algunos casos podemos desarrollar g en serie de Taylor respecto a b, y los términos lineales son
suficientes para obtener la ley limite para M,, con constantes a,, = ang'(bn) y b = g(bs). Aplicamos este
método a la distribucién lognormal.

Ejemplo 2.19 (Distribucién Lognormal)
Sea X una v.a. normal tipica y g(x) = e#T% 1 € R, o > 0. Entonces

Y = g(X) = e oX
define una v.a. lognormal. Como X € D(A) obtenemos

lim P(Mn < e“+‘7(a"’”+b")) =A(z), z€eR,

n—oo
donde a.,, b, son las constantes de normalizacién de la distribucién normal tipica, que calculamos ante-

riormente. Esto implica,

lim P(e #~°" M, <1+ canz + o(an)) = A(z), z€R.

n—oo
Como a,, — 0 obtenemos
e_.u_o'bn — b
o (M = et oy A,
n

de modo que M,, € D(A) con constantes de normalizacién

~ +ob 7 +ob
an, = oa,e! T, b, = el T,
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2.8.3. Otras Propiedades del Dominio D(A).

Corolario 2.3 (Existencia de Momentos) Supongamos que la v.a. V tiene f.d. F' € D(A) con ex-
tremo derecho infinito. Entonces F € R_o. En particular, E(XT)® < oo para todo o > 0, donde
X = méx(0, X).

Demostracién. Toda F € D(A) es asintéticamente equivalente a una funcién de von Mises. Si wp = 00,
esta funcion tiene colas que varian rapidamente, ver proposicion 2.11, que también implica la proposicién
sobre los momentos (ver Teorema A3.12 en el libro de EK&M). [

Ejemplo 2.20 (Inmersién de D(®,) en D(A))
Supongamos que X tiene f.d. F' € D(®,) con constantes de normalizacién a,,. Definimos

X" =log(lVvX)

con f.d. F*. Por la proposicién 2.2 y el teorema 2.6, F' € D(®,,) si y sélo si

Enl F n
lim nF(apz) = lim Hlanz) _ . x>0
n— oo n—oo F(an)

Esto implica que

-1 i -1
o T0 T tlogan) o Flaneplemad) g
n—o0 F (logay,) n—00 F(an)

Por lo tanto F* € D(A) con constantes de normalizacién a = a~! y b} = log a,,. Como funcién auxiliar

se puede tomar
0o F*

2.9. La Distribucion Generalizada de Valores Extremos

Recordemos la Distribucién Generalizada de Valores Extremos (GEV o DGVE) o parametrizacién de
von Mises G¢ que vimos anteriormente: Definimos

Gea) = | P14 &) VE) i 620,

T) =

¢ exp{— exp(—1z)} si € =0,

donde se requiere que 1 + £&x > 0. En consecuencia el soporte de G¢ corresponde a

x> ¢t para ¢ >0,
r < —¢(1 para £ <0,
reR para & = 0.

Si incluimos parametros de ubicaciéon b € R y escala a > 0 obtenemos la familia

exp —(1+§(z7*b))71/£} si €40,

Geap() = expd — exp ( B (:ET—b))} si & =0,
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que esta definida en el conjunto
fe1ve(™0) >0},

El parametro de forma & determina la DVE correspondiente: Si € > 0 la distribucién pertenece a
una distribucién Fréchet con o = 1/€, & < 0 corresponde a una distribucién Weibull con o« = —1/€ y
finalmente £ = 0 corresponde a la familia Gumbel.

Podemos pensar que la DGVE es una familia paramétrica de tres parametros, forma, ubicacion y
escala, que se obtiene como la unién de las familias Fréchet, Gumbel y Weibull. En consecuencia podemos
reescribir el teorema 2.1 de la siguiente manera

Teorema 2.16 Si existen sucesiones de constantes a,, > 0 y b, € R tales que

M, — by,

GQnp,

B( z) = G(z)

cuando n — oo para una distribucion no degenerada G, entonces G pertenece a la familia DGVE.

La condicién F' € D(G¢) nos da la llamada tltima aproximacion
F*(anx +by) = Ge(2)

para constantes apropiadas a,, > 0y b, € R. Una idea para mejorar la velocidad de convergencia, que en
casos como el de la normal es muy lenta, es aproximar el pardmetro £. Por ejemplo, en el caso Gumbel
& =0, F tiene representacién (2.54) con a'(x) — 0 cuando & — oo. La penultima aproximacion consiste
en reemplazar ¢ por &, = a’(b,) lo que da la siguiente relacién

F'(anx +b,) = Ge, (x).

Tipicamente, &, # 0 de modo que en el caso Gumbel, la pentltima aproximacién se basa en una distribu-
cién Weibull (&, < 0) o Fréchet (&, > 0).

El siguiente es uno de los resultados basicos de la teoria de valores extremos que constituye la base de
varias técnicas estadisticas que discutiremos posteriormente. A partir de la funcién de cuantilas definimos

Ut)=Q(1—t 1) = (%)h(t), t>0.

Teorema 2.17 Para £ € R las siguientes proposiciones son equivalentes
a) F € D(Ge).
b) Eziste una funcién medible y positiva a tal que para 1+ &x > 0,

i Flutza() _ {(H&C)”E 58E#0, .61
ulwp F(u) e * si€=0.
¢) Para z,y >0, y # 1,
o Ulsa) —U(s) _ [5=3 sig#0,
AR () = U(s) {}y()gj si € =0. (2.62)
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Demostracion.

(a) & (b) Para & = 0 esto es el teorema 2.14.

Para £ > 0 tenemos G¢(z) = @, (! (z + a)) para a = 1/€. Por el teorema 2.6, (a) es equivalente a
F e VR_,. Por el teorema de Karamata de representacién de funciones de variaciéon regular, para algun
z >0,

F(m)zc(x)exp{—/ja(lwdt}, z < x < 00,

I cuando  — oo, uniformemente localmente. Por lo tanto

donde ¢(z) - ¢ >0y a(zr)/z — o~

Jim St = (14 2)

que es (2.61). Si (b) vale, escogemos b, = U(n), entonces

y con u = b, en (2.61),

(1+ f)_a =t Dt 2a®n) e 4 walba)),

y por la proposicién 2.2, F' € D(G¢) para § = o™ L.

El caso ¢ < 0 puede tratarse de manera similar.

(b) < (c) Nos restringimos al caso £ # 0, la demostracién para £ = 0 es andloga. Para simplificar,
suponemos que F es continua y creciente en (—oo,wr). Ponemos s = 1/F(u), U(s) = u entonces (2.61)
se convierte en

Ay(z) = (sF(U(s) + xa(U(s)))_l — (1+&)Y8, s — .

Ahora, para cualquier s > 0, As(z) es decreciente y para s — oo converge a una funcién continua.
Entonces, por la Proposicién 1.1, también A (t) converge puntualmente al inverso de la funcién limite
correspondiente, es decir,
U(st)—U(s -1
L Ul ~UGs)
s—ooa(U(s)) 3

(2.63)

Ahora obtenemos (2.62) usando (2.63) para t =z y t = y y haciendo el cociente. La prueba del reciproco
se puede hacer de manera similar. |

Observacién 2.8 La condicién (2.61) tiene una interpretacién probabilistica interesante. Si X es una
v.a. con f.d. F' € D(G¢), entonces podemos escribir (2.61) como

, X —u B (14 €x)"Y¢ si€+#0,
ul%g; P(T(u) > m'X > u) = {e_r SE=0. (2.64)

Esta relacién nos da una aproximacion para la distribucién de los excesos sobre niveles altos debida-
mente normalizados usando como factor de escala a(u). Esta interpretacién es fundamental para diversas
aplicaciones.
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2.10. La Distribucion Generalizada de Pareto

Definicién 2.7 Sea X una v.a. con f.d. F y extremo derecho wp. Para u < wp fijo, decimos que ha
ocurrido una excedencia de u si X > u. Llamamos excedencia al valor de X y exceso a X —u. Llamaremos
F, ala fd de los excesos y Fj,; a la fd de las excedencias, que definimos como

Flotu Pl (2.65)

Fy(z) = F(r+u) = P(X —u <z[X >u) = 1= F) >

La funcién
e(u) =E(X —u|X > u)

se conoce como la funcién media de excesos.

La distribucién F, se conoce en otras areas como la distribucién de la vida residual, del exceso de
vida o del exceso de pérdida.

Observacién 2.9 A partir de la definicién de e(u) e integracién por partes se obtienen las siguientes
férmulas, que resultan cémodas para calcular la funcién media de excesos en diversas situaciones. Supon-
gamos, para simplificar, que X es una v.a. positiva con f.d. F' y esperanza finita. Entonces

= . — U dF(x) = 1 Y x)axr u w
e(u)—/u (= =0 G _F(u)/u Fla)de, 0<u<wp (2.66)

Si F' es continua es posible demostrar que

F(z) = ZEE;GXP{ - /Oz ﬁdu}, x> 0. (2.67)

A partir de (2.67) vemos que una f.d. continua estd determinada de manera tinica por su funcién media
de excesos.

Si F € VR_, para algtin a > 1, una aplicacién del teorema de Karamata dice que e(u) ~ u/(a — 1)
cuando u — 0o.

Definicién 2.8 Definimos la Distribucién Generalizada de Pareto estdndar (DGP) He por

(2.68)

He () = 1—(1+&x) Y8 si€#0,
SR PR si € =0.

donde

x>0 si € >0,
0<zx<-1/¢ si & <O0.
Podemos también introducir una familia de ubicacién y escala He., g reemplazando el argumento x
por (z —v)/B parav € R, 8> 0. Hay que modificar en cada caso el soporte.

Como para las DV E, H, puede interpretarse como el limite de H cuando §& — 0. La f.d. He
jugara un papel importante en el futuro, y para simplificar la notacién escribiremos

-1/
Hep(@) =1 (1+ g%) Y sepEs), (2.69)



40 CAPITULO 2. VALORES EXTREMOS

donde
0,00)  si&>0,

DE&.8) = {[0,—5/5] si € < 0.

Al igual que en el caso de las GEV, hay otra parametrizacién posible para las DPG.
Tipo I: Exponencial Wy(z)=1—e"%, x>0,
Tipo II: Pareto  Wig(z)=1—2"% z>1,a>0,
Tipo III: Beta Wy 4(z)=1—(—2)%, —-1<z<0, a>0.
Teorema 2.18 (Propiedades de DGP)
a) Supongamos que X ~ H¢ . Entonces E(X) < oo si y sélo si & < 1. En este ultimo caso

£

E (1+ EX)_r - ngr, r> -1/,
B (log (1+ %X))k = &%l keN,
E(XTep0)) = e
Si& < 1/r conr €N, entonces
ppr - 2 TE =0

ST+
b) Para £ € R, F € D(Ge) siy sdlo si

lim sup  |Fyu(x) — He gy (2)| =0 (2.70)

ulwr 0<z<wp —u
para alguna funcién positiva (3.
¢) Supongamos que x; € D(&,3), i = 1,2, entonces

He g1 + x2)

3iad = He prea, (22). 2.71
He o(21) ¢,6+¢€x: (T2) (2.71)

d) Sea N ~ Pois(\), independiente de la sucesion i.i.d. (X,,) con DGP de pardmetros & y 3. FEscribimos
My = méx(Xy,...,Xn). Entonces

P(My < 7) =exp{ = M1+65) 7} = Genla),

donde = BETI(AE — 1) y o = BAS.
e) Supongamos que X tiene una DGP con pardmetros £ < 1 y 3. Entonces para u < wg,

B+ &u

e(u) =E(X —u|X >u) = ¢

B+ &u > 0.
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Demostracion. (a) y (c) siguen por verificacién directa.
(b) En el teorema 2.17 demostramos que F' € D(G¢) si y sélo si
hm |Fu(z) — He guy(z)] =0

uwp

donde $(u) = a(u). Como las DGP son continuas, la convergencia es uniforme (ver seccién 0.1 del libro
de Resnick).
(d) Tenemos

o

AT
P(My < z) = ZeA P H ()

= eXp{—AHs,ﬁ(ﬂf)}

:exp{—)\(l—i-«EE

3

x =B - 1) 1
:exp{7(1+§ m(5 )) /s}, 20
El caso £ = 0 se reduce a
P(My <z)=exp{— 'Blog)‘/ﬁ}
(e) Esto se obtiene inmediatamente a partir de la representacién (2.66). |

Observacion 2.10 1. La propiedad (c) se puede reformular diciendo que la clase de las DGP es
cerrada respecto a cambios de umbral. El lado izquierdo de (2.71) es la probabilidad condicional
de que, dado que la variable en consideracién estd por encima de z1, también estd por encima del
umbral x1 4+ x2. El lado derecho dice que esta probabilidad también es una DGP.

2. La propiedad (b) sugiere que las DGP son aproximaciones adecuadas para la f.d. de excesos F,
para u grande. Este resultado se debe a Pickands y puede reformularse como sigue. Para alguna
funcién § que se estima a partir de los datos,

Fu(z) =P(X —u>z|X >u) ~ He gy (x), x>0.
Alternativamente uno considera para x > u,
P(X > $|X > u) =~ ﬁg;u,ﬁ(u)(x)-

En ambos casos es necesario que u sea suficientemente grande.

En conjunto, (b) y (e) proveen una técnica grafica para escoger una umbral u suficientemente
alto como para que la aproximacién de la f.d. de excesos F, por una DGP se justifique: Dada
una muestra i.i.d. Xi,..., X, construimos una funcién media de excesos empirica e, (u) como una
versién muestral de la funcién media de excesos e(u). A partir de (e) vemos que la funcién media
de excesos de una DGP es lineal, y entonces buscamos una regién de valores de u donde la gréafica

de e, (u) sea aproximadamente lineal. Para estos valores de u parece razonable aproximar por una
DGP.

3. A partir de la proposicién 2.2 vemos que el nimero de excedencias de un umbral alto es aproxi-
madamente Poisson. A partir de la observacién anterior concluimos que es posible justificar una
aproximacion de la f.d. F,, por una DGP. Ademas, es posible mostrar que el niimero de excedencias
y el valor de los excesos son asintéticamente independientes.
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4. La propiedad (d) dice que en un modelo en el cual el nimero de excedencias es exactamente Poisson
y la f.d. de excesos es exactamente una DGP, el maximo de estos excesos tiene como distribucién
una DVE.

Las observaciones anteriores sugieren el siguiente modelo aproximado para los tiempos de excedencias
y los excesos de una muestra i.i.d.

e El nimero de excedencias de un nivel alto sigue un proceso de Poisson.
e Los excesos sobre niveles altos puede modelarse por una DGP.

Es posible hallar un valor apropiado del umbral haciendo una grafica de la funcién media de excesos
empirica.

La distribucién del maximo de un numero Poisson de excesos i.i.d. sobre un alto nivel es una DVE.

2.11. Distribuciones Limites para Excedencias
Las DGP son las tnicas fd continuas F' tales que, para ciertas constantes a,, b, se cumple que
Fry(ayx +by) = F(x),

donde F},) es la fd de las excedencias, que definimos en (2.65). Esta propiedad se conoce como la estabilidad
para los valores sobre un umbral o pot-estabilidad. Por lo tanto, la versién truncada de una DGP es del
mismo tipo que la distribucién original, una propiedad que muestra la importancia de las DGP.

El modelaje paramétrico de las fd de excedencias se basa de nuevo en un teorema limite que enunciamos
sin demostracion.

Teorema 2.19 (Balkema - de Haan) Si F,j(ayz+by) tiene una fd limite continua cuando u — w(F)

de F, entonces
|Fluy (@) = Hy o, ()] — 0, u— w(F), (2.72)

para pardmetros de forma, ubicacion y escala v, u y oy.

Observamos que la fd de excedencias F},) y la DGP aproximante tienen el mismo extremo izquierdo wu.
Si (2.72) vale decimos que F' pertenece al dominio de atraccién (pot) de H,.



