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Capitulo 1

ESPACIOS DE PROBABILIDAD

1.1. Introducciéon

El objetivo de la Teoria de Probabilidad es desarrollar y estudiar modelos matematicos para experimentos

cuyos resultados no pueden predecirse.

1.2. Espacio Muestral. Eventos.

Cada resultado posible de un experimento aleatorio serd llamado evento elemental y el conjunto de los
eventos elementales serd el espacio muestral. Usualmente, denotaremos con 2 el espacio muestral, y mediante
w los eventos elementales (o puntos de 2).

Veamos algunos ejemplos de experimentos aleatorios y sus espacios muestrales asociados.

1. En una fabrica se toma uno de los articulos producidos y se prueba para determinar si es defectuoso.
En este caso podemos considerar 2 = {B, D}, donde B indica bueno y D defectuoso. Si en cambio se
extraen n articulos y se prueban, podemos considerar = {(e1,€2,...,6,) 1 6, =06 1;4 =1,...,n}
donde ¢; = 0 indica que el i-ésimo articulo es bueno y €; = 1 indica que es defectuoso. Es decir, {2 es
el conjunto de n-uplas o vectores de dimensién n de ceros y unos. En este caso 2 consta de 2" eventos
elementales y, en particular, Z;;l €; representa en numero de objetos defectuosos del evento elemental
(e1,€2,...,€n).

2. En un punto de una carretera contamos el nimero de vehiculos que pasan durante un cierto lapso
de tiempo. En este caso podemos tomar = {0,1,2,...}, es decir el conjunto de los enteros no-
negativos. Podemos, sin embargo, tomar otros conjuntos como espacio muestral en este caso. Por
ejemplo, si sabemos que el niimero de vehiculos considerados no supera los mil, podemos considerar
Q= {n:0 < n <1.000}, aunque no necesariamente del hecho de que §2; sea subconjunto de €, se
concluye que la descripcién del experimento aleatorio mediante €2 sea mas simple que la que se obtiene
usando ).
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3. En una sucesién de calculos realizados con una computadora, observamos los primeros k digitos no
tomados en cuenta al truncar los resultados de las operaciones en una cierta cifra decimal. En este caso
podemos tomar como espacio muestral Q = {(a1,...,ar) :a; € Z, 0 < a; <9}

4. En una fabrica de componentes electrénicos se eligen varios de ellos al azar y se conecta cada uno
de ellos hasta que se dana, observando en cada caso el tiempo de duracién. Si se trata de un solo
componente podemos tomar

Q={t:teR, t>0}

es decir, el conjunto de niimeros reales no-negativos. Si se consideran n componentes, podemos tomar

Q:{(tlvt%“',tn):ti GR, tz ZO}

5. Se lanza un dado repetidamente y se cuenta el nimero de lanzamientos hasta que salga el 6 por primera
vez. En este caso el espacio muestral es el conjunto de los niimeros naturales:

Q=1{1,2,3,...}.

6. Se mide la presién y temperatura en una estacién meteorolégica. Aqui,

Q={(p,t) :p>0, teR}

7. Se escoge un punto al azar lanzando un dardo a un disco de radio un metro. En este caso el espacio
muestral es el conjunto de puntos del plano que estan dentro de la circunferencia de radio 1:

Q= {(z,y): 2* +y* <1}.

En la préctica, al realizar un experimento nos interesa con frecuencia, saber si algin subconjunto de € ha
ocurrido. A estos subconjuntos los llamaremos eventos o sucesos. Por ejemplo, en el caso 1 podemos estar
interesados en el subconjunto: “entre los n articulos extraidos hay d defectuosos”, es decir, en el subconjunto
de 2 definido por

{(617...;67z)26i206 1,261:d}
1

En el caso 3 nos interesara saber, por ejemplo, si la primera cifra no tomada en cuenta al truncar es mayor
o igual que 5, o sea,
{(a1,...,ar)} : 0<a; <9, a3 > 5}.

Anélogamente, en la situacién planteada en 6, nos interesardn eventos del tipo: “la presién esta comprendida
entre p; y p2 v la temperatura entre t1 y t3”, es decir

{pi,ti) :p1 <p<po, t1 <t <t}

Estamos interesados, por lo tanto, en considerar familias de subconjuntos de €2, es decir, familias A de
eventos. Diremos que un evento A € A ocurre al realizar un experimento aleatorio cuyo resultado es el
evento elemental w, si w € A.

Veamos que condiciones debe cumplir la familia de eventos A. En primer lugar

a. es decir que al realizar el experimento algo ocurre. A € lo llamaremos evento cierto.

Si A es un evento, pediremos que “no ocurre A” también sea un evento, es decir

b. ’AEA@ACEA donde A°=Q—-A={w:weN, we¢ A} es el complemento de A.
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Finalmente, la familia A también debe satisfacer que si Ay, As, ..., A,,... son eventos, “ocurre alguno
de los A,,” también es un evento, o sea

clAneA(n=12..) =|JA €A

n=1

Definicién 1.1 Una familia A de subconjuntos de €2 que satisface las condiciones a, b y ¢ se llama una
o-algebra de subconjuntos o partes de Q.

En adelante supondremos, por lo tanto, que las familias de eventos son o-algebras. Las siguientes son con-
secuencias inmediatas de la definicién:

1. El conjunto vacio, (, es un evento, ya que ) = Q°.
2. Ay, Ay, A € A= Uﬁzl A, € A. Basta considerar A, 1 = A,y2 =--- =0y aplicar 1. y c.

3. A1, As, .. Ay, .. e A= (02, A, € A En efecto, por las leyes de de Morgan,

ﬁ A, = ( A;)
n=1 n=1

(@

y basta ahora aplicar b y c.

Ejemplos.

8 Para cualquier conjunto 2, la o-dlgebra més sencilla es la o-dlgebra trivial 7 = {Q,(}. La mayor
o-algebra de subconjuntos de €2 es P(£2), el conjunto de partes de €2, es decir, la coleccién de todos los
subconjuntos de 2. Cualquier otra o-dlgebra debe contener a 7 y estar contenida en P(2).

Si € es finito o numerable usaremos como o-édlgebra a P(€2).
9 Muestreo con reposicion. De la produccién de una fabrica se extrae un articulo al azar y se determina
si es bueno o defectuoso (B o D, respectivamente). Se devuelve este articulo al stock y se extrae de

nuevo al azar un articulo, que puede ser el mismo. Esta operacién se repite una vez més, de modo que
en total se extraen tres.

El espacio muestral es:
Q' ={BBB,BBD,BDB,DBB,BDD,DBD,DDB,DDD}
Observamos que hay 23 eventos elementales, ya que en cada una de las tres extracciones hay dos
resultados posibles. Consideramos los siguientes eventos:
Ajq: “El segundo articulo resulté bueno”
As: “Se obtuvo un solo defectuoso en las tres extracciones”.
Asz: “No hubo defectuosos”.

Los eventos definidos son:
A, ={BBB,BBD,DBB,DBD} A;={BBD,BDB,DBB} A;={BBB}

El ntimero de eventos elementales incluidos en A; es 22 ya que el resultado de la segunda extraccién
estd fijo. El evento A, contiene 3 puntos muestrales, ya que hay tres lugares posibles para el objeto
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defectuoso en la muestra. Podemos ahora combinar estos eventos utilizando operaciones de conjuntos.
Tenemos, por ejemplo,

AN Ay, = {BBD,DBB}
A¢ U AS = {BBB,BDB,BDD, DBD, DDB, DDD}
A, N AS = {BBB,DBD}

10 Muestreo sin reposicion. De una poblacién de N articulos entre los cuales hay n defectuosos, se extraen
sucesivamente r sin reposicién y se cuenta el ntimero de los defectuosos en la muestra. El espacio
muestral contiene todos los subconjuntos de r elementos tomados entre los N dados.

1.3. Espacios de Probabilidad.

Definicién 1.2 Sean ) un espacio muestral y A una familia de eventos de €2, es decir, una o-algebra
de subconjuntos de 2. Estamos interesados en asignar a cada evento A € € un niimero real P(A), que
llamaremos la probabilidad de A, de modo tal que se cumplan las siguientes condiciones:

1. ’ P(A) > 0 para todo A € La probabilidad de un evento cualquiera es un ntimero real no neg-
ativo.
2. |P(Q)=1 El evento cierto tiene probabilidad igual a 1.

Si A, € Aparan=1,2,... son eventos disjuntos dos a dos, es decir, tales que A; N A; = 0 si i # j,
entonces

[o(@) S
n=1 n=1

Una terna (2, A, P), formada por un espacio muestral €, una familia A de eventos y una probabilidad P se
llama un espacio de probabilidad.

El problema de céomo definir la funcién P, o sea, de cémo asignar una probabilidad a cada evento, debe
ser resuelto de acuerdo a las condiciones concretas de cada experimento aleatorio en consideracién.

1.4. Algunas Consecuencias de la Definicién.

Veamos a continuacién algunas consecuencias de la definicién anterior. Usaremos la notacién A + B para
indicar la unién de los conjuntos A y B cuando ellos son disjuntos.

(1) P(0) =0.
En efecto, consideremos A1 = Qy A; =0, 1 =2,3,... Entonces A; € A cualquiera que sea ¢ y ademds
si i # j se tiene A; N A; = (). Resulta

o0

P(Q)=P (Z Ai> = P(Q) + i P(A;).
i=1 1=2
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Luego
> P(A)=0
i=2
y como P(A;) > 0 para todo i se tiene que P(A;) = 0 para ¢ > 2. En consecuencia P((})) = 0.

Basta considerar A; = ), i > 3 y aplicar la condicién 3 de la definicién de espacio de probabilidad. De
manera similar se pude demostrar que P es finitamente aditiva: Si Ay,..., A, son disjuntos dos a dos

entonces
P <U Ak> = ZP(Ak).
k=1 k=1

(3) P(A°)=1— P(A).
Como A°UA=Qy A°N A = ) se tiene

P(A°) + P(A) =1.
Como Ay = Ay + (A2 N AF) resulta

P(Az) = P(A1) + P(A2 N AY)

Az

Figura 1.1

y en consecuencia
P(A;) > P(A2) yaque P(A; N Af) >0

(5) P(A) <1 paratodo A € A.

Esto es consecuencia inmediata del punto anterior al considerar que A C Q.

(6) P(A; U Ay) = P(A;) + P(As) — P(A; N A).

En efecto, considerando que
A1 UA2:A1+(A20A(1:) y AQZ(AlmAQ)“i’(AE:ﬂAQ)

después de aplicar (2) a ambas igualdades y restar resulta la proposicién (6).
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Figura 1.2

(7) Ayc Ay C---CA, C- =P, 4) =lim,_o P(Ay).

Sean
By = A; y Bn:AnmAz_1 sin>1,
resulta
oo oo
Ja-3n
i=1 i=1
y entonces

P(J4i) = PQY_Bi) =>_P(B)

= lim » P(B;) = lim P(}_ B;) = lim P(A,)
i=1

¢ n—oo
i=1

Figura 1.3

(8) Ay DA D DA, D = PN, A) =lim, . P(A,).

n=1

Como la sucesién {A¢} es creciente, usando (7) obtenemos

(02 ((9) )+ (0

—1- lim P(A°)=1— lim (1 - P(4,)) = lim P(A4,).

n—oo n—oo n—o0
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(9) P(LAUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANnB)—P(ANnC)—P(BNC)+ P(ANnBNCQC).
Para ver esto apliquemos (6) a los eventos AU B y C, obteniendo
P(AUBUC)=PAUB)+ P(C)—P((AUB)NC)
y de manera similar
P(AUuB)=P(A)+ P(B)— P(AUB)
P((AUB)NC)=P((ANnC)U(BNQ))
=PANC)+P(BNC)—P(ANBNCQC).

Reemplazando las dos tltimas expresiones en la primera obtenemos el resultado.

(10) P(UZy Ai) = 3002 P(A:) = 200 PAiN Ag) + -+ (1) P(A N - N Ay).
Para demostrar esta proposicién procedemos por induccién completa en n siguiendo las mismas lineas
que en la anterior, que corresponde al caso n = 3. Para n = 2 es la propiedad (6).

Suponemos entonces que el resultado es cierto para n y queremos deducir que también lo es para n+ 1.
1 Qué significa que el resultado es cierto para n? Significa que

P (0 Ai> = i(q)kﬂ > P(A;, NAj,N---NA;) (1.1)

k=1 1<i1<in<...<ip<n

Queremos deducir de (1.1) que también es valida una férmula andloga para

n+1
P (U Ai> :
i=1
Pongamos entonces B = |J;_, A; y apliquemos la propiedad (6) a

n+1
P (U Ai> =P(BUApy1) =P(B)+ P(Apy1) — P(BN Apys)

n

=P (U AZ) + P(Ans1) — P(|J(Ain Anp)). (1.2)
i=1

i=1
El primero de estos tres términos lo reemplazamos utilizando (1.1) y el dltimo también sélo que, en
lugar de cada A; ponemos A; N A,,+1. Observemos que es lo que nos queda. En primer lugar,

P(Al) +"'+P(An) +P(An+1)7

los primeros n provenientes del primer sumando en (1.2) y el dltimo del segundo sumando. En segundo
lugar

= > P(Ai,NA,) =) PAiNAy)=— Y P(A,NA).
1<i1<ia<n i=1 1<y <ia<n+1

Aqui el primer sumando viene del primero de (1.2) y el segundo, del tercero de (1.2). De la misma
manera, para k < n, queda una suma de la forma

(D 3T P4, NA, NN Ay
1<iy <ig<...<ip<n

—(—1)* > P(A, NA, N NA,  NAL)
1<i1 <12<...<ip—1<n

= -kt » P(A;, NA;, N---NA;).

1<i1<i2<...<ip<n+1
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Finalmente, para k = n+ 1, no tenemos ningin término en el primer sumando de (1.1) y tenemos uno
solo en el tercero que es:
(—1)"P2P(ANAsN - NA, N Ay

Juntando todos los términos resulta

n+1 n+1
P (U Ai> =3 (~1FH > P(A;, NA,N---NA;).
=1

k=1 1<i1<iz<...<ip<n+1

1.5. Ejemplos y Aplicaciones.

1.5.1. Probabilidades en Espacios Finitos.

Sean = {w1,...,wm} un conjunto finito y A = P(2) la familia de todos los subconjuntos de . Elijamos
m numeros reales p;, i = 1,2,...m, tales que

p; > 0 para todo ¢
m

St

i=1

Poniendo P(w;) = p; (i = 1,2,...m), queda definida la probabilidad para todo evento A € 4 mediante la
asignacion

P(A): Z Di-

w; EA

Un caso particular de interés es aquel en el cual p; = 1/m para todo 7, y ahora si A tiene n elementos

es decir que si todos los eventos elementales son igualmente probables, la probabilidad de un evento A es
el cociente entre el nimero de elementos que pertenecen a A y el niimero total de elementos de Q. Esta
definicién se conoce como la definicion cldsica y fue propuesta, entre otros, por Laplace. En la secciéon 1.7
incluimos algunos comentarios al respecto.

En una situacién como la descrita, en la cual todos los resultados posibles del experimento tienen la
misma probabilidad de ocurrir, el problema de calcular la probabilidad de un evento se reduce a contar
cuantos resultados posibles tiene el experimento y cuantos de estos pertenecen al evento que nos interesa.
En el préoximo capitulo estudiaremos algunas técnicas combinatorias que facilitan estos calculos.

En un problema especifico, podemos determinar si los resultados posibles tienen la misma probabilidad
por consideraciones de simetria sobre el experimento que estamos considerando. Por ejemplo, si se trata del
lanzamiento de un dado, en principio no hay razones para suponer que alguna cara tenga mayor o menor
probabilidad de ocurrir que las demds, y por lo tanto asumimos como modelo que todos los resultados son
equiprobables. Algo similar sucede con el lanzamiento de una moneda, el juego de ruleta o la extraccién de
una carta de un paquete que ha sido bien barajeado.

Por supuesto que en la practica esto puede no ser cierto: el dado puede no ser perfectamente simétrico, o
la ruleta puede estar desbalanceada y favorecer ciertos resultados. Para determinar si este es el caso existen
procedimientos estadisticos que permiten contrastar la hipdtesis de simetria, pero por los momentos no nos
ocuparemos de este problema.

Veamos algunos ejemplos.
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1. De los ntmeros del 1 al 10 escogemos tres al azar, en orden y sin reposicion. ;Cuél es la probabilidad
de obtener 1, 2 y 3, en este orden?

En este problema podemos describir el espacio muestral como el conjunto de todos los vectores de tres
componentes tomadas de los enteros del 1 al 10, sin repetir ninguna componente.

Q={(a,b,c):1<a,b,c <10, distintas}.

Como estamos muestreando al azar, todos los vectores del espacio tienen la misma probabilidad.

El evento que nos interesa corresponde a un resultado particular, el vector (1,2, 3). Por lo tanto tenemos
que contar cuantos elementos hay en () para saber cudl es la probabilidad de cada uno de ellos. La
primera componente del vector la podemos escoger de 10 maneras. Para la segunda sélo tenemos 9
posibilidades, porque no podemos repetir el nimero que ocupa la primera componente. Finalmente,
para la tercera hay 8 posibilidades. Por lo tanto tenemos

10 x 9 x 8 =720

puntos en el espacio muestral. Como todos tienen la misma probabilidad, la respuesta al ejemplo es
1/720.

2. Si los ntimeros del ejemplo anterior se escogen con reposicion ;Cudl es la probabilidad de obtener 1, 2
y 3, en este orden?

En este caso el espacio muestral incluye vectores con componentes repetidas:
Q={(a,b,c) : 1 <a,b,c <10}

Para cada componente tenemos ahora 10 posibles valores, de modo que el espacio tiene 103 = 1,000
puntos. Como todos tienen la misma probabilidad, la respuesta en este caso es 1/1,000 = 0.001.

3. Si lanzamos dos dados, ;Cudl es la probabilidad de que la suma sea 77

Vamos a suponer, para facilitar el razonamiento, que lanzamos un dado primero y luego el otro. Por lo
tanto un espacio muestral adecuado para este experimento es el conjunto de pares ordenados formados
con los enteros del 1 al 6, con reposicién:

Q={(a,b),1 <a,b<6}.

En este caso todos los eventos elementales de €2 tienen la misma probabilidad: 1/36. Los resultados
que tienen componentes cuya suma es 7 son

(1,6); (2a5>; (374)§ (473); (5’2)§ (6,1).

Por lo tanto la probabilidad de que la suma de los dados sea 7 es

6 x _!
36 6
En este ejemplo podemos considerar otro espacio muestral: el conjunto de las sumas posibles

Q' ={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

El problema para usar este espacio como base para nuestro andlisis es que sus elementos no son
equiprobables. Por ejemplo, para tener una suma de 2, ambos dados tienen que salir 1, lo cual tiene
probabilidad 1/36, y acabamos de ver que la probabilidad de que la suma sea 6 es 1/6.
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4. Si lanzamos dos monedas, jcudl es la probabilidad de obtener un aguila y un sol?

Este problema lo hemos incluido para resaltar una dificultad importante que se ejemplifica con el
razonamiento de D’Alembert, famoso matemaético francés del siglo XVIII, quien argument6 que sélo
hay tres casos posibles en esta situacién:

(1) dos aguilas, (2) dos soles, (3) un 4guila y un sol,

y concluy6 que la probabilidad de obtener una cara y un sello es 1/3. Como hemos visto, el tltimo
caso en realidad debe separarse en dos:

(3a) La primera moneda es dguila y la segunda es sol.
(3b) La primera moneda es sol y la segunda es dguila.

Esto es obvio si lanzamos una moneda tras otra y no simultdneamente, o si las monedas son distin-
guibles. Por lo tanto la respuesta correcta es 2/4 = 1/2. Hacemos una observacién importante sobre
este caso en la seccién 1.7.

5. Si lanzamos una moneda dos veces y una de las veces sale aguila ;Cudl es la probabilidad de que el
otro lanzamiento haya sido sol?

Para este ejemplo el espacio muestral es
O ={S5,54,AS, AA}

y todos los resultados tienen igual probabilidad de ocurrir. Si sabemos que uno de los lanzamientos fue
A, nos quedan tres resultados posibles y de ellos en dos casos el otro lanzamiento es S. Por lo tanto la
probabilidad es 2/3.

La situacion seria distinta si nos dicen que el primer lanzamiento resulté A, pues en este caso el

segundo tiene dos posibilidades A y .S con igual probabilidad, y la respuesta en este caso seria que la
probabilidad es 1/2.

1.5.2. Probabilidades en Espacios Numerables.

Un caso similar al desarrollado en la section anterior se presenta tomando como €2 un conjunto infinito
numerable:

Q:{W17WQ,...,W7,L,...}, A:P(Q) y P(A)Z Zpi,

w; €A

donde los ntimeros p; verifican
p; >0 para todo i

Zpi =1
=1

Claramente en este caso no es posible que los p; sean todos iguales, ya que de ser asi no pueden satisfacer
las condiciones anteriores. En el capitulo 3 consideraremos en més detalle estos espacios y los del ejemplo
anterior.

Veamos un ejemplo.

1. Lanzamos una moneda hasta que salga ‘Aguila’ por primera vez. Los resultados posibles de este ex-
perimento son los nimeros naturales: Q = N. La probabilidad de obtener ‘Aguila’ en el primer lan-
zamiento es 1/2. La probabilidad de salga ‘Sol” en el primer lanzamiento y ‘Aguila’ en el segundo es
(1/2) x (1/2) = 1/4. La probabilidad de tener ‘Sol’ dos veces y luego ‘Aguila’ es 1/8 y asi sucesiva-
mente. Vemos que la probabilidad de obtener ‘Aguila’ por primera vez en el n-ésimo lanzamiento es
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pr, = 1/2™. Tenemos que verificar que esta asignacién define una probabilidad y para esto es necesario

que
o0
D p=1
n=1

Recordamos la férmula para una serie geométrica:

1
Ltr+r?+rP 4. = (1.3)
1—7r
y multiplicando ambos lados por r obtenemos
r+r2+r3+r4+'~:1r (1.4)
—-r

para =1 <r < 1.

Si ponemos r = 1/2 en (1.4) obtenemos que la suma > p,, vale 1. Ademds de comprobar que p,, define
una probabilidad sobre €2, este resultado muestra que con probabilidad 1 obtendremos un ‘Aguila’
en un numero finito de lanzamientos, o equivalentemente, que la probabilidad de no obtener nunca
‘Aguila’ en una sucesién de lanzamientos de una moneda balanceada es 0.

Sea ahora A el evento ‘la primera Aguila se obtiene en un ntimero par de lanzamientos’. Tenemos que
A={2,46,...}y

1 1 1
P(A) = =+ — &+ —
(4) 4 * 16 + 64 +
Poniendo r = 1/4 en la ecuacién (1.4) obtenemos que
1/4 1
P(A) = =-
(A)=1-7 /43

de modo que la probabilidad de que la primera ‘Aguila’ salga en un nimero par de lanzamientos es
1/3 y en un ndmero impar, 2/3.

1.5.3. Otros Ejemplos

(1) Muestreo con Reposicién. Retomemos el ejemplo 1.2.9 sobre el muestreo con reposicién, donde
Q={BBB,BBD,BDB,DBB,BDD,DBD,DDB,DDD}

y sea A = P(). Supongamos que la proporcién de defectuosos en la poblacién es p = n/N, donde n es
el nimero de defectuosos en el total N de articulos en el stock. Por lo tanto, la proporcién de buenos
en la poblacién es 1 — p = q.

Consideremos el evento elemental { DD D}. Para asignarle la probabilidad correspondiente razonamos
asi: en cada una de las extracciones hay n formas posibles de elegir un defectuoso. En total resultan

n3 posibilidades de obtener los tres defectuosos y N3 elecciones posibles de una terna cualquiera.
Asignamos al evento {DDD} la probabilidad
_ LB 3

P{DDD}) = 15 =

y andlogamente
P({BBB}) = ¢*

P({BDD}) = P{DDBY}) = P({DBD}) = p’q,
P({BBD}) = P({BDB}) = P({DBB}) = p’.
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Se verifica que

P(Q)=p’+3p*q+3p" +¢° = (p+q)° = 1.
Calculemos la probabilidad del evento A: “se obtiene al menos un defectuoso en la muestra”. Como A
es el complemento del evento A°: “no se obtiene ningin defectuoso en la muestra”, resulta

P(A)=1—-P(A°) =1-¢>

Consideremos ahora la siguiente situacién que se presenta en problemas vinculados a control de calidad.
Supongamos que se ignora la proporcién p de defectuosos en la poblacién y estamos interesados en
tener una estimacién de ese valor. Extraemos una muestra de tres articulos entre los cuales hay uno
solo defectuoso.

Analicemos la probabilidad del evento: “se obtiene un solo defectuoso en la muestra”, segin diversos
valores de p, como indica el cuadro siguiente:

p 3pg?
0.1 | 0.243
0.2 | 0.384
0.3 | 0441
0.4 | 0432
0.5 | 0.375
0.6 | 0.288
0.7 | 0.189
0.8 | 0.096
0.9 | 0.027

Si tuviéramos que seleccionar uno de estos valores para p, una opcién posible seria admitir aquél que
haga mayor la probabilidad del evento que ocurrié efectivamente, o sea 0,3.

Utilizando este criterio, y aceptando como posibles valores de p todos los niimeros reales entre 0 y 1,
adoptamos como estimacién aquél que haga maxima la probabilidad 3pg? = 3p(1 — p)? del evento que
efectivamente ocurrié. Este criterio de estimacion se llama de “mdzima verosimilitud”. Para maximizar
esta funcién

L(p) = 3p(1 - p)°
calculamos su derivada
L'(p) =3(1 —p)(1 - 3p)
que se anulaen p=1, p=1/3.
El gréfico de la funcién L(p) es el que se indica en la figura 2.4, y el méximo para p € [0, 1] estd en

p = 1/3. Tomamos, por lo tanto, como estimacién p = 1/3, valor que obviamente se adectia a lo que
indica la intuicién inmediata, dado que en la muestra de tres resulté uno defectuoso.

Error de Redondeo. Consideremos nuevamente el caso del error de redondeo. Supongamos que se
trunca el resultado de una operacién aritmética en la parte entera, es decir, que en lugar del nimero
real no negativo = se toma su parte entera [x], esto es, el mayor entero que no supera x. El planteo es
esencialmente el mismo si se trata del truncamiento en cualquier cifra decimal.

El error cometido al truncar es x — [z], que podemos considerar como un evento elemental del intervalo
[0,1) = Q, tomado como espacio muestral.

Con frecuencia — como veremos al examinar este problema mas adelante — estaremos interesados en
asignar al espacio muestral 2 una probabilidad uniforme en el siguiente sentido: intervalos de igual
longitud deben tener igual probabilidad. No es dificil probar que una tal probabilidad P debe verificar

P([a,b))=b—a (1.5)
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L(p)

0.5

| l !
1/3 0.5 1 P

Figura 1.4

cualquiera que sea el intervalo [a,b),0 < a < b < 1. Una manera de hacerlo es la siguiente: si P tiene
esa propiedad, para n natural se tiene

P(P)=r([2) == ()

y como la suma de estas n probabilidades es P(€) = 1 resulta que cada una de ellas es 1/n.

Si m y n son enteros positivos, m < n, resulta que

(3 -r () e (5 0) -5

Si x es un numero real cualquiera perteneciente al intervalo (0, 1), consideremos dos sucesiones de
numeros racionales

/ /
my m my m
—<x<—,}€, — =, —,kﬂx,

ng ng. N ng.

(o) < <o (b25) -

Pasando al limite para k — oo resulta

k — oo

y se tiene

x < P([0,z)) <z = P([0,2)) =z,

o sea que la probabilidad de cada intervalo es su longitud.

Como familia de eventos podemos tomar la menor o-dlgebra que contiene a los intervalos, llamada
o-algebra de Borel, que denotamos B, y se puede probar que existe efectivamente una probabilidad P
definida para la familia de eventos B, que satisface (1.5), es decir, que asigna probabilidades iguales a
intervalos de longitudes iguales.

Determinemos ahora la probabilidad del evento
A : “ La primera cifra truncada es 9 7.

Resulta
P(A)=P([09, 1) =1-0.9=0,1.
(,Cudl es la probabilidad de que la segunda cifra truncada sea 97

Este evento es
B =[0.09, 0.1)U[0.19, 0.2) U---U[0.99, 1)
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y su probabilidad es
10 veces

Un dado estd cargado de modo tal que la probabilidad de que salga la cara k es proporcional a k.
Hallar la probabilidad de cada uno de los eventos:

a. El resultado de arrojar el dado es un ntimero par.

b. El resultado es menor que 6.

Denotemos por py la probabilidad de que ocurra la cara k (k = 1,2,3,4,5,6). Lo que establece el
enunciado es que existe una constante C' tal que pr = Ck. Como py + ps + - - - + pg = 1, se deduce que

1 k
cl42+---46)=1 = 21C=1 = (C=— = p,=—
21 21
Resolvamos ahora a y b.

a. La probabilidad de obtener una cara par es

12

4
P2+ ps+ps = 0o T

b. La probabilidad de obtener un resultado menor que 6 es

+p2+p3+ps+ps = 715 = é
P1 P2 TP3 T P4 T P5 = o1 7
|

El problema de los cumpleanos. ;Cudl es la probabilidad de que entre r personas al menos dos cumplan
anos el mismo dia? (Se supone que la duracién del afio es de 365 dias). ;Cudl es el menor valor de r
para el cual esta probabilidad es superior a 1/27

Tomamos como espacio muestral el conjunto de todas las r-uplas de fechas posibles:

Q={(fi,fos- o fr) : 1< fi <365, i=1,...,r}.

y la hipdtesis natural es que todas las r-uplas son igualmente probables.

Llamemos A el evento de que entre los 7 individuos seleccionados, no hay dos que cumplan el mismo
dia, es decir que
A={(f1,...,fr): 1 < f; <365, los f; son diferentes 2 a 2}

La pregunta es cuél es la probabilidad de que no ocurra A, es decir
P(A%)=1- P(4)
y como todos los eventos elementales de €2 son igualmente probables,

_ i

P(A) = 5.

Por los resultados del capitulo anterior con N = 365 obtenemos que
#10=NF  JA=N(N-1)---(N—r+1)

y por lo tanto

P(AC):l_N(N_n.].V.fN—rH) L (1_1)“(1_“1)'
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Para acotar esta probabilidad utilizamos la desigualdad
l—z<e™

vélida para todo = € R, que puede ser demostrada usando un desarrollo de MacLaurin de orden 2 o
verificando que la figura 2.5 es correcta.

y=1—=x

Figura 1.5

Obtenemos )

P(A%) >1— eNtRTHR =1 —emTEw
Para r = 23 y N = 365 obtenemos P(A¢) > 0.50000175. Asi, en un grupo de 23 personas, con
probabilidad mayor que 1/2, hay dos personas que cumplen afios el mismo dia, lo cual es bastante
sorprendente. Para r = 30 la probabilidad es superior a 0.696 y para r = 50, superior a 0.965. <

Si la probabilidad de encontrar un articulo defectuoso en una poblacién es p = n/N, donde N es
el nimero de elementos de la poblaciéon y n el de defectuosos, y realizamos muestreo con reposicion
extrayendo un articulo cada vez, calcular la probabilidad de encontrar el primer defectuoso en la
m~ésima extraccion. Si llamamos p,, a esta probabilidad, verificar que Z;f:l Pm = 1.

Veremos ahora una solucion al ejercicio con los elementos de que disponemos. Mas adelante podremos
tratarlo de manera mas simple, utilizando conceptos que atin no hemos introducido. Comencemos por
m = 1; p1 es la probabilidad de extraer un defectuoso en la primera extraccién, que es claramente

n

plzﬁzp-

Sea ahora m > 1. El evento A,,,: “el primer defectuoso es extraido en la m-ésima extraccion”, se escribe
como

Am = Bm—l \Bm

donde B,, es el evento de que en las primeras m extracciones no hemos encontrado articulos defectuosos.
La relacién anterior expresa que “encontrar un defectuoso por primera vez en la m-ésima extraccion”
es lo mismo que “no extraer defectuosos en las m — 1 primeras pero si en las m primeras”.

Como B,,, C By,—1 se tiene que P(A,,) = P(B,,-1) — P(B,,). Por otra parte
(N—n)™

P(Bm) = Nm

=(1-p"
y, por lo tanto, deducimos que

pm = P(Ay)=(1—-p)" ' = (1-p)"
=(1-p)"'1-(1-p)=pd-p™ " (1.7)
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En resumen, la férmula
pm =p(1—p)™ "

vale para todo m > 1. Ademés, como p > 0,

> p(t—p)" =p22(1—p)’”=71_£_p) =1

m=1 m=0

Aqui hemos usado la suma de la serie geométrica:

- 1
Z 2™ = 1= vélida para |z| < 1.
-z

m=0

1.6. La Paradoja de Bertrand.

En 1889 L. F. Bertrand propuso el siguiente problema: Tenemos un triangulo equildtero inscrito en un
circulo. ;Cudl es la probabilidad de que la longitud de una cuerda escogida al azar sea mayor que el lado del
triangulo inscrito?

Este problema se sale de las situaciones que hemos estado considerando, pues no se trata de un problema
sobre un espacio de probabilidad finito. Sin embargo, vamos a tratar de darle respuesta, intentando usar los
mismos principios.

Primera Respuesta: Podemos pensar que la cuerda que vamos a seleccionar tiene un extremo fijo en el
punto A y el otro extremo puede ser cualquier punto de la circunferencia. Sea ABC' el triangulo inscrito y
DAF la tangente a la circunferencia en el punto A.

D A E

Figura 1.6

Cualquier cuerda que esté dentro del angulo BAC de 60° es mayor que el lado del tridngulo. Cualquier
cuerda que esté dentro de alguno de los dngulos BAD o CAFE es menor. Ambos dngulos miden también
60°. En resumen, las cuerdas que tienen un extremo fijo en A estén en el dngulo DAE que mide 180°. De
éstas, las que estdn dentro del angulo BAC, que mide 60°, son mayores que el lado del tridngulo, el resto
son menores. Por lo tanto, la probabilidad buscada es

60 1

180 3
Segunda Respuesta: Toda cuerda es perpendicular a un didmetro, que pasa por su punto medio. Podemos
pensar que para seleccionar al azar una cuerda, podemos seleccionar inicialmente el didmetro al cual va a
ser perpendicular, y luego escogiendo un punto del didmetro, tenemos el punto medio de la cuerda con lo
cual ésta queda determinada. Supongamos que la cuerda que escogemos al azar es perpendicular al didmetro
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AK, y sobre este diametro dibujamos la altura del tridngulo, como se ve en la figura 2.7. Es facil mostrar
que la distancia del centro del circulo a cualquier lado del tridngulo es igual a la mitad del radio del circulo.
En particular, OM es la mitad del radio OK, o también un cuarto del didmetro AK. Colocamos el punto
N sobre el didmetro de modo que la distancia ON sea igual a OM. En la grafica hemos dibujado con trazo
discontinuo la cuerda paralela al lado BC' del triangulo.

Es claro que las cuerdas que cortan al didmetro AK en algin punto del intervalo M N son mayores que
el lado del tridngulo. La cuerda aleatoria puede pasar por cualquier punto de AK, las que pasan por puntos
en el intervalo M N, cuya longitud es la mitad de AK, son mayores que el lado del tridngulo. Por lo tanto la
probabilidad buscada es 1/2.

Figura 1.7

Tercera Respuesta: En la figura 2.8 hemos dibujado una circunferencia inscrita en el tridngulo equilé-
tero. Como hemos dicho en la solucién anterior, el radio de esta circunferencia es la mitad del radio de la
circunferencia original. En la figura observamos que si DE es una cuerda cuya distancia del centro es mayor
que OM, entonces DE es mas corta que BC' mientras que si F'G es una cuerda cuya distancia al centro es
menor que OM, entonces F'G es mayor que BC.

Observamos ahora que la distancia de una cuerda al centro de la circunferencia es en realidad la distancia
del punto medio de la cuerda al centro de la circunferencia. La cuerda seleccionada al azar puede tener como
punto medio a cualquier punto del circulo inicial, y los puntos medios de las cuerdas que son mayores que
BC estan en el circulo pequeno. En consecuencia la probabilidad de que la cuerda escogida al azar sea mayor
que un lado del tridngulo es el cociente entre las areas del circulo pequetio y del circulo grande. Si llamamos
r el radio del circulo pequeno, el cociente entre las areas es

2 2 1

7(2r)2 T Amr? T 4

A
0O
F v v/ G
B Vi C
D E
Figura 1.8

iHemos obtenido entonces tres respuestas distintas para el problema planteado por Bertrand! Esto parece
paraddjico, pero no lo es. El punto es que el planteamiento del problema es impreciso: ;Qué quiere decir
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escoger una cuerda al azar? Hemos dado tres interpretaciones distintas, en primer lugar suponemos que
escoger una cuerda al azar consiste en fijar un extremo de la cuerda y luego seleccionar el dngulo que hace
la cuerda con la tangente a la circunferencia en el punto escogido, de manera que todos los dngulos son
igualmente probables. En segundo lugar, escogimos un didmetro y sobre él, de manera uniforme, un punto,
que es el punto medio de la cuerda. En tercer lugar escogemos un punto del circulo de manera uniforme. Este
punto es el punto medio de la cuerda. En cada ocasién estamos considerando un espacio de probabilidad
muestral distinto y una probabilidad distinta para medir los sucesos que nos interesan. Siendo asi, no es
sorprendente que hayamos obtenido respuestas distintas.

La paradoja de Bertrand nos senala el riesgo de usar con demasiada libertad la expresion ‘al azar’.
Situaciones como esta, en las cuales parece haber un problema de ambigiiedad e incertidumbre, tuvieron un
efecto negativo en el desarrollo de la Teoria de Probabilidades.

1.7. Comentarios y Algo de Historia.

1.- En primer lugar mencionamos a d’Alembert, quien apareci6 en el problema 4 de la seccién 1.5.1, en
relacién a un error que hoy parece elemental. Jean le Rond d’Alembert nacié en Paris el 16 de noviembre de
1717, murié en esa misma ciudad el 29 de octubre de 1783, y fue uno de los grandes matemaéticos del siglo
XVIII. Su error no es dificil de entender: si lanzamos dos monedas idénticas, s6lo podemos distinguir tres
resultados, los que mencioné d’Alembert. Es un poco mas dificil ver que no son igualmente probables, y hay
que asignarles una probabilidad distinta.

Llama la atencién que no haya habido ningin intento de verificaciéon experimental de su parte. Después
de todo, estamos tratando de hacer un modelo matematico de una situacién real y bastan unas cuantas
repeticiones del experimento para darse cuenta que los tres resultados posibles no ocurren con igual frecuen-
cia.

Hay una situacién fisica, sin embargo, que corresponde al modelo propuesto por d’Alembert. Para ex-
plicarla vamos a considerar una situacién equivalente: la reparticién de fichas en cajas. En el problema de
repartir k& fichas en n cajas podemos considerar que las cajas estdn identificadas por niimeros (o letras o
sfmbolos cualesquiera) y cada ficha asignada a una caja es equivalente a etiquetar la ficha con el ntimero
de la caja. Lanzar dos monedas es equivalente a colocar dos fichas en dos caja, una llamada Aguila y otra
llamada Sol.

En este esquema, una reparticién de k fichas en n cajas equivale a tomar una muestra de tamano k de
los nimeros 1,2, ...,n y esto podemos hacerlo de acuerdo a varios tipos de condiciones, por ejemplo, con o
sin reposicién, permitiendo que en cada caja haya cualquier nimero de fichas o a lo sumo una, considerando
que las fichas son distinguibles o no, etc. Si no hay restricciones en el nimero de fichas que puede haber en
cada caja, las fichas son distinguibles y hacemos el muestreo con reposicién hay n* muestras posibles. En la
fisica de particulas, si las cajas son niveles de energia y las fichas son particulas, la hipétesis de Maxwell y
Boltzmann es que estos n* arreglos son igualmente probables.

Si no podemos colocar més de una ficha en cada caja, el nimero de arreglos ordenados es V;*. Si no
consideramos el orden de las fichas hay (Z) y para el caso de las particulas y niveles de energia, la hipdtesis
de Fermi y Dirac es que estos arreglos son igualmente probables.

Una tercera situacién permite un ntimero ilimitado de fichas en cada caja pero sin distinguir las fichas.
Es el caso propuesto por d’Alembert para los dos lanzamientos de una moneda. Hay ahora (”"',’j_l) arreglos
posibles y la hipotesis de Bose y Einstein dice que son equiprobables para el caso de particulas y niveles de
energia.

2.- Nuestra segunda mencion es para Gerolamo Cardano (1501 - 1576), quien es famoso por su contribucién
a la solucién de la ecuacién ciibica. Cardano, quien era médico de profesién, crefa firmemente en la Astrologia
y se dice que hizo el horéscopo de Eduardo VI de Inglaterra cuando este tenia dieciseis anos, concluyendo
que el Rey viviria por encima del promedio, aunque después de los 55 anos era muy probable que sufriera
de varias enfermedades. Eduardo VI murié poco después de que Cardano hiciese su hordscopo.

Cardano muri6 en Roma el 21 de septiembre, tres dias antes de cumplir 75 anos, tal como habia predicho,
y se dijo que habia dejado de comer para asegurarse de que la prediccién de su propia muerte fuese correcta.
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Cardano escribié el primer libro sobre juegos de azar, alrededor de 1550 pero publicado sélo en 1663:
De Iudo alea (el libro de los juegos de azar), que puede ser descrito como un manual para jugadores. En
su libro usa con frecuencia la definicién clasica de probabilidades que formulamos en la seccién 1.5.1 y que
atribuimos a Laplace.

3.- El nacimiento de la Teoria de Probabilidades se asocia usualmente con la correspondencia entre Pierre
de Fermat (1601 - 1665) y Blaise Pascal (1623 - 1662). Como partero funjié Antoine Gombauld, Chevalier
de Méré, un noble francés con interés en los juegos de azar y las apuestas. De Méré consulté a Pascal, quien
escribié a Fermat, comenzando una correspondencia que ejerceria una profunda influencia en el desarrollo
posterior de las probabilidades. En las palabras de Poisson: “un problema sobre juegos de azar, planteado a
un austero Jansenista ! por un hombre de mundo, fue el origen del calculo de probabilidades.”

Pierre de Fermat fue abogado de profesion y magistrado en la corte de Toulouse. Hizo contribuciones
importantes en geometria, teoria de niimeros y en los origenes del calculo, pero es conocido principalmente
por el ‘dltimo teorema de Fermat’: la ecuaciéon z™ + y™ = 2™ no tiene soluciones enteras (z,y, z) para n > 3.
Este teorema ha sido demostrado recientemente, tras el esfuerzo de numerosos matematicos, por A. Wiles.

Veamos un ejemplo del tipo de problemas que consideraron en su correspondencia. En una carta de 1.654
Pascal escribe a Fermat sobre un problema planteado por De Méré:

“... no tengo tiempo de enviarle la explicacién del problema que M. De Méré encontré dificil. Es muy inteligente,
pero no es un geémetra (lo cual, como usted sabe, es un grave defecto) y no puede siquiera comprender que una
recta matematica es infinitamente divisible: estd convencido de que una recta estd compuesta de un nimero finito de
puntos, y nunca he podido convencerlo de lo contrario. Si usted puede lograrlo, le hard un gran servicio.

Me decia haber encontrado algo erréneo con los niimeros porque:

Si uno trata de obtener un seis con un dado, la ventaja de hacerlo en cuatro lanzamientos es como 671 a 625. Si
uno trata de obtener un doble seis con dos dados, es desventajoso hacerlo en 24 lanzamientos. Sin embargo 24 es a
36 (que es el nimero de caras de dos dados) como 4 es a 6 (que es el nimero de caras de un dado).

Esto le parecié asombroso y dijo en voz alta que las proposiciones no eran consistentes y la aritmética era
contradictoria; pero usted seguramente es lo suficientemente instruido para reconocer la falla en su razonamiento.”

Este problema estaba basado en un juego de moda en la época, en el cual la casa apuesta pagando uno
a uno, a que un jugador lance al menos un seis en cuatro lanzamientos de un dado. Como dice Pascal,
este juego es ligeramente favorable a la casa en la proporciéon 671 a 625. Para ver esto observamos que la
probabilidad de que haya al menos un 6 en cuatro lanzamientos de un dado es

4

5 625 671

1— — = _— = — = U.
((3) 1~ 1296 = 1206 ~ 017

El problema que preocupaba a De Méré se referia a un juego similar, lanzando un par de dados: Por qué no
es favorable a la casa apostar que el jugador obtendra al menos un doble seis en 24 lanzamientos de un par
de dados? Su razonamiento fue el siguiente: si lanzo un dado hay seis resultados posibles, mientras que si
lanzo dos hay 36 (= 6 x 6). Por lo tanto, si con cuatro lanzamientos el juego con un dado es favorable, con
6 x 4 = 24 lanzamientos el juego con dos dados también debe serlo. En realidad, la probabilidad de que haya
al menos un doble seis en 24 lanzamientos de dos dados es

2
35
1— (=) 4=0.4913.

Si p representa la probabilidad de un resultado favorable en un lanzamiento, 1 — (1 — p)™ representa la
probabilidad de obtener al menos un resultado favorable en n lanzamientos. Como vemos en esta expresion,
dividir p por un nimero no es equivalente a multiplicar el exponente n por ese mismo nimero.

4.- Pierre Simon Laplace nacié en Normandia el 23 de marzo de 1749 y vivié a través de la FEra
Napolednica. En una época que muchos consideran la edad de oro de la ciencia francesa, Laplace fue el
cientifico mas ilustre de Francia. Al morir, el 5 de marzo de 1827, Poisson lo alabé como “el Newton de Fran-
cia”. Elegido a la Academia de Ciencias en 1773, fue profesor en la Escuela Militar, de la Escuela Normal,
Ministro del Interior (aunque sélo por seis semanas, antes de ser reemplazado por el hermano de Napoleén)
y Canciller del Senado. Fue nombrado Marqués por Luis XVIII.

Ldoctrina de Jansenio, que exageraba las ideas de San Agustin.
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Sus principales intereses fueron la astronomia y las probabilidades, lo cual se refleja en sus dos obras
fundamentales: Tratado de Mecdnica Celeste (cuatro volimenes, 1799 - 1805) y Teoria Analitica de Proba-
bilidades (1812). Laplace crefa en el determinismo de los sistemas fisicos y por lo tanto pensaba que no puede
haber probabilidad en el mundo material. La probabilidades surgen de nuestro conocimiento y nuestra igno-
rancia. La teoria del azar “consiste en reducir todos los sucesos del mismo tipo a un cierto niimero de casos
igualmente posibles, es decir, aquellos sobre los cuales estamos igualmente indecisos sobre su existencia”.

5.- La definicién clésica no es original de Laplace. Leibniz la menciona en 1678 y algunos piensan que
es el primero en usarla. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), fildsofo racionalista y matematico alemén,
tuvo un gran interés por las probabilidades, publicé en 1666 la primera monografia sobre la teoria de com-
binaciones (Ars Combinatoria) y aunque no hizo ninguna contribucién formal de importancia a la teorfa de
probabilidades, fue el primero en intentar su axiomatizacion. Fue un testigo de excepcién del surgimiento de
las probabilidades y conocié a todos los protagonistas, excepto a Pascal.

6.- La definicién cldsica aparece también en 1705 en los trabajos de Jacques Bernoulli. Los Bernoulli
son, sin duda, la familia mejor conocida en la historia de las matemédticas. Unos doce de ellos han hecho
contribuciones en mateméticas y al menos cinco trabajaron en probabilidades. Jacques (también conocido
como Jacob o James) nacié en Basilea, Suiza, el 27 de diciembre de 1654. Para 1684 Jacques, y su hermano
Jean (también conocido como Johann o John) habian desarrollado por su cuenta el cdlculo diferencial,
a partir de indicaciones publicadas por Leibniz, y eran reconocidos como matematicos de primera linea.
Posteriormente trabajaron sobre calculo integral, curvas y problemas de minimizacion. Jacques fue profesor
de la Universidad de Basilea desde 1687 hasta su muerte, mientras que su hermano fue profesor en Groninga
desde 1695 hasta 1705, ano en que reemplazé a su hermano como profesor en Basilea.

Los hermanos Bernoulli no fueron colaboradores, mas bien fueron rivales y en sus tltimos afios no tuvieron
ningun contacto directo. Al morir Jacques en 1705, dejé una cantidad de trabajos sin publicar, algunos
incompletos, en diversos temas de matematicas, que fueron editados por su sobrino Nicolds y publicados en
1713.

El més importante de ellos trataba sobre probabilidades y fue publicado bajo el nombre de Ars Con-
jectandi. En su Ensayo Filoséfico sobre las Probabilidades, Laplace incluye una Nota Histérica Sobre el
Calculo de Probabilidad en la cual dice lo siguiente sobre el libro de Bernoulli:

“... En este trabajo Bernoulli avanza la teoria de probabilidades mucho més de lo que lo hizo Huygens: da una
teoria general de combinaciones y series y las aplica a varios problemas dificiles relacionados con el azar. El trabajo
también es notable por la precisién y sutileza de sus observaciones, y por su aplicacién de la férmula binomial a este
tipo de problemas, asi como por la demostraciéon de un teorema que dice que, si aumentamos, ilimitadamente, el
numero de observaciones y experimentos, el cociente de los diversos resultados tiende al cociente de sus respectivas
probabilidades, y si hacemos suficientemente grande el nimero de experimentos, este cociente se acerca tanto como
queramos al cociente de las probabilidades. Este teorema es muy 1til para deducir a partir de observaciones, las leyes
y causas asociadas con diversos fenémenos. Bernoulli, con razén, consideré la demostracién de este teorema como de

gran importancia, y dice haberla pensado durante un periodo de veinte anos. ”

Ejercicios

1. Sean A, As y A3 eventos de un espacio muestral. Expresar mediante uniones, intersecciones y com-
plementos los siguientes eventos:

a. Los tres eventos ocurren. b. Ocurre sélo A;.
c. Ocurren Ay y As, pero no As. d. Ocurre al menos uno de los tres eventos.
e. No ocurre ninguno. f. Ocurren al menos dos.

g. Ocurren dos y no mas.

2. Expresar como uniones disjuntas a) A1 U As;  b) A1 UAs UAs; o) Ui, Ai

3. Sea Q= {AAA AAS, ASA,SAA, ASS,SAS,SSA,SSS}. Describa con palabras los siguientes eventos
y calcule sus probabilidades:
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

= {AAA, AAS, ASA, ASSY; b. C = {AAA, SSS}.
= {AAS, ASA, SAAY; d. E = {AAS, ASA, SAA, ASS,SAS,SSA}.

El evento A \ B quiere decir que A ocurre pero B no. Demuestre que las operaciones de unién, inter-
seccién y complemento se pueden expresar usando sélo esta operacion.

Demuestre que para cualesquiera conjuntos A, B, C'y D, la siguiente proposicion es cierta:

(AUB)\ (CUD)C (A\C)U(B\D).

Sean A y B dos eventos en un espacio de probabilidad. Demuestre que P(AAB) = P(A) + P(B) —
2P(ANB).

Sean A y B eventos con probabilidades P(A) = 3/4 y P(B) = 1/3. Demuestre que 1/12 < P(ANB) <
1/3, y dé ejemplos que demuestren que los extremos se pueden alcanzar. Halle las cotas correspondientes
para P(AU B).

Sea A y B dos eventos en un espacio de probabilidad. Usando P(A), P(B) y P(A N B) exprese las
siguientes probabilidades: (a) Para k = 0,1,2, P(exactamente k de los eventos A y B ocurren). (b)
Para k = 0,1,2, P(al menos k de los eventos A y B ocurren). (¢) Para k = 0,1,2, P(a lo sumo k de
los eventos A y B ocurren).

Sea A,B y C tres eventos en un espacio de probabilidad. Usando P(A), P(B), P(C), P(AnN B),
P(ANC), P(BNC)y, P(ANn BN C) exprese las siguientes probabilidades: (a) Para k = 0, 1,2, 3,
P(exactamente k de los eventos A y B ocurren). (b) Para k = 0,1,2,3, P(al menos k de los eventos A
y B ocurren). (c) Para k =0,1,2,3, P(a lo sumo k de los eventos A y B ocurren).

Evalie las probabilidades mencionadas en el ejercicio 8 si (a) P(A) = P(B) =1/3, P(AN B) = 1/6.
(b) P(A)=P(B)=1/3, P(ANB) =1/9. (¢) P(A) = P(B)=1/3, P(ANB) =0.

Evaltie las probabilidades mencionadas en el ejercicio 9 si (a) P(A) = P(B) = P(C) = 1/3, P(AN
B) = P(ANnC) = P(BNnC) =1/9, PANBNC) = 1/27. (b) P(A) = P(B) = P(C) = 1/3,

P(ANB)=P(ANnC)=P(BNC)=P(ANBNC)=0.
Sean A, By C tres eventos. Demuestre las siguientes propiedades:
P(ANnB)+ P((A\B)U(B\ A))+ P(A°NB°) =1.
P(A°N B°)+ P(A) + P(A°NB) =1.
P(A°NB°NC° +P(A)+ P(A°NB)+ P(A°NB°NC) =
P(ANB)— P(A)P(B) = P(A°N B¢) — P(A°)P(B°).
Suponga que P(A) > 0.9, P(B) > 0.8y P(ANBNC) =0, demuestre que P(C) < 0.3.
Demuestre que si AN BN C = (), entonces

P((AUB)N(BUC)N(CUA))=P(ANB)+ P(BNC)+ P(CNA).

Sea D el evento ’exactamente uno de los eventos A, B y C ocurre’. Exprese P(D) en términos de
P(A),P(B),P(C),P(ANB),P(ANC),P(BNC)y P(ANBNC).

Demuestre que

a. min{1l, P(A) + P(B)} > P(AU B) > max{P(A), P(B)}

b. min{P(A), P(B)} > P(AN B) > méx{0, P(A4) + P(B) — 1}
e. PP} A) > X7 P(A;) — (n — 1),
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17. La condicién de o-aditividad para una medida de probabilidad es equivalente a otras propiedades.
Pruebe que es equivalente a las proposiones (a) y (b):

a. Si A; C Ay C --- es una sucesién creciente de eventos y A = A; U Ay U -+ entonces P(A) =
lim,, o P(4).
b. Si A; D A2 D -+ es una sucesién decreciente de eventos y A = A1 N Ay N --- entonces P(A4) =
lim,, 00 P(45).

18. Una caja contiene n bolas rojas y n bolas blancas. Se extraen dos bolas al azar. ;Cudl es el espacio
muestral para este experimento? ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas tengan colores distintos.
Halle la probabilidad p,, de que las bolas sean del mismo color y evalte lim,,_, o Dy,

19. Una caja contiene 10 bolas negras y 5 bolas rojas. Se extraen 3 bolas al azar, con reposicién. Calcular:
a. La probabilidad de que sean 2 negras y una roja.

b. La probabilidad de que sean las tres negras.
c. Repetir el ejercicio anterior suponiendo que la extraccién es sin reposicion.

20. Se extraen dos cartas sucesivamente de un juego de 52 cartas. Halle la probabilidad de que la segunda
carta sea mayor que la primera.

21. Se lanzan al aire simultdneamente tres monedas balanceadas. Calcular:

a. La probabilidad de obtener 3 caras.
b. La probabilidad de obtener por lo menos 2 caras.

22. Lanzamos una moneda balanceada cuatro veces. Calcule la probabilidad de los siguientes eventos:

a. Ocurren al menos tres Aguilas.

b. Ocurren exactamente tres Aguilas.

¢. Ocurren al menos tres Aguilas consecutivas.

d. Ocurren exactamente tres Aguilas consecutivas.

23. Se lanzan dos dados. Calcule la probabilidad de los siguientes eventos: a) obtenemos el mismo nimero
en ambos dados; b) la suma es 7 u 11; ¢) los niimeros son primos relativos, d) la suma es impar; e) el
producto es impar; f) un nimero divide al otro.

24. Se realiza un test de conocimientos con 11 preguntas a contestar por si o no. Se da por aprobada
la prueba si se contestan correctamente al menos 6 de las 11 preguntas. ;Cudl es la probabilidad de
aprobar el examen contestando al azar?

25. Sean P;, P, dos medidas de probabilidad definidas sobre la misma o-algebra F y sea 0 < o < 1.
Demuestre que aP; + (1 —a) P> también es una medida de probabilidad sobre F. Generalice el resultado
a n medidas de probabilidad.

26. a. Sea p; = a/i? para i € N. Halle el valor de a para que p; defina una probabilidad.

b. Sea p; = b/i% para i = £1,42,.... Halle el valor de b para que p; defina una probabilidad.

27. Para comenzar un cierto juego es necesario lanzar un 6 con un dado.

a) ;Cuél es la probabilidad de lanzar el primer 6 en el tercer intento?
b) {Cudl es la probabilidad de necesitar més de tres intentos?

¢) ;Cudntos lanzamientos hacen falta para que la probabilidad de haber lanzado un 6 sea al menos
0.957

d. ;Cuadl es la probabilidad de que el primer 6 ocurra en un nimero par de lanzamientos?



1.7. COMENTARIOS Y ALGO DE HISTORIA. 29

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.
38.

Sea F una o-dlgebra de eventos en un espacio finito. Demuestre que F no puede contener exactamente
6 eventos. ;Qué enteros pueden ser el cardinal de F7?

Sean: Q = [0,1], B la familia de conjuntos de Borel y P la probabilidad definida en el ejemplo 6 de la
seccion 2.4.

a. Probar que P({w}) = 0, donde {w} es el subconjunto de © que consta sélo del punto w. (Verificar
previamente que {w} € B).

b. Sean @ = {w : w € [0,1] es racional} e I ={w:w € 0,1] es irracional}. Probar que P(Q) = 0
y P(I) =1.

Se lanza reiteradamente una moneda balanceada. ;Cual es la probabilidad de que ocurran 4 caras antes
que dos sellos?

Se lanzan cuatro dados y se multiplican los nimeros que se obtienen. ;Cudl es la probabilidad de que
este producto sea divisible por 57 ;Cuél es la probabilidad de que el tltimo digito en el producto sea
57

Antonio y Bruno acuerdan una competencia de esgrima en una serie de mangas de modo que el primero
en ganar dos mangas seguidas gana el combate. Antonio tiene probabilidad p de ganar una manga y
Bruno probabilidad ¢ = 1 — p. ;Cudl es la probabilidad de que la competencia termine al cabo de k
mangas?

En una caja tenemos n bolas con los nimeros del 1 al n. Sea D,. el evento: ‘se extrae una bola al azar
y el nimero es divisible por r’. Halle P(D3), P(D4), P(D3sU Dy) v P(D3 N Dy) y obtenga los limites
de estas probabilidades cuando n — oc.

Definimos la funcién d sobre F x F por d(A, B) = P(AAB).

a. Demuestre que para cualesquiera eventos A, By C

d(A, B) + d(B,C) — d(A,C) = 2P(AN B° N C) + P(A° N B N C°)

b. ;Cudndo vale d(A, B) = 07
c. Sea Aj, Ay,... una sucesién no-decreciente de eventos: A; C A; para i < j. Demuestre que para
i<j<k

d(A;, Ax) = d(Ai, Aj) + d(4;, Ak).

. (Cudndo son ciertas las siguientes relaciones?

a. AUBNC)=(AUB)N(AUC) b.AN(BNC)=(ANnB)NC
c. AU(BUC)=A\(B\CO) d. (A\B)\C=A\(B\(O)

e. AA(BAC) = (AAB)AC f.A\(BNnC)=(A\B)U(4A\ )
g. A\(BUC)=(A\B)N(A\O)

Sea F una o-dlgebra de subconjuntos de Q y sea B € F. Demuestre que G = {ANB : A € F} también
es una o-algebra de subconjuntos de €.

Sea A,,n > 1 una sucesién de eventos con P(A4,) = 1 para todo n. Demuestre que P(N52;4,) = 1.

En el juego de ’'craps’ el jugador lanza dos dados. Si el resultado es 7 u 11, el jugador gana. Si es 2,
3 6 12, pierde. Si es cualquier otro resultado k, continua lanzando hasta obtener un 7, en cuyo caso
pierde, o k, en cuyo caso gana. ;Cudl es un espacio muestral adecuado para este juego? ;Cudl es la
probabilidad de ganar? ;Cuél es la probabilidad de ganar en el primero o segundo lanzamiento? ; Cuél
es la probabilidad de ganar si el primer lanzamiento es 67
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39. Sea A,,n > 1 una sucesion de eventos. Definimos
By=|]J An,  Co= () Am.
m=n m=n
Es claro que C,, C A,, C B,,. Las sucesiones (B,,) y (C,) son decreciente y creciente, respectivamente,
con limites
limB, =B= ()B.=[) |J 4Am, limC, =C=JCu=J ) 4m
n>1 n>1m>n n>1 n>1m>n
El evento B se conoce como el lfmite superior de la sucesién (A,) y se denota limsup A, mientras
que C se conoce como el limite inferior de la sucesion (A,) y se denota liminf A,,. Demuestre que (a)
B ={weQ:we A, para infinitos valores de n}. (b) C = {w € Q : w € A, para todos los valores de
n salvo por un numero finito }.
40. Con las definiciones del ejercicio anterior, decimos que la sucesién (A,) converge a A = lim, A,

si B = C(= A). Suponga qu esto es ciertoy demuestre (a) A es un evento, es decir, A € F, (b)
P(A,) — P(A).



Capitulo 2

TEORIA COMBINATORIA

La Teoria Combinatoria es la rama de las mateméticas que se ocupa del estudio de las formas de contar.
Aparte del interés que tiene en si misma, la combinatoria tiene aplicaciones de gran importancia en otras
areas, y en particular a la Teoria de Probabilidades.

2.1. Dos Principios Basicos.

Comencemos por considerar algunos problemas sencillos.
Problema 1. En una tienda hay cinco modelos de camisa y tres de pantalén. ;Cudntos conjuntos distintos
de pantalén y camisa podemos comprar?

» La camisa la podemos elegir de cinco maneras distintas. Para cada una de ellas podemos escoger el
pantalon de tres maneras distintas. Por lo tanto hay 5 x 3 = 15 maneras de escoger un pantalén y una
camisa. <

Problema 2. Las ciudades A, B, y C estan conectadas segiin lo muestra la figura 2.1: hay seis caminos de
A a B y cuatro de B a C. ;De cudntas maneras podemos ir de A a C?

» Para cada camino que escojamos entre A y B podemos escoger cuatro para continuar hasta C. Como
hay seis caminos entre A y B la respuesta es 6 x 4 = 24.

Problema 3. EI conjunto A = {aj,as,...,a,} tiene k elementos mientras que B = {by,ba,...,b,} tiene n.
¢, Cudntos elementos tiene el producto cartesiano A x B?

» El producto cartesiano A x B estd formado por todos los pares ordenados (a,b) donde el primer
elemento, a, estd en A y el segundo, b, estd en B. Para cada uno de los k elementos de A que tomemos
como primer miembro del par hay n posibilidades para escoger el segundo a partir de los elementos de
B. Por lo tanto tendremos k x n pares ordenados. <

Los tres problemas anteriores tienen caracteristicas similares: Se trata de escoger dos elementos, cada
uno de un conjunto distinto y queremos contar el nimero de maneras de hacer esto. El resultado general
puede enunciarse de la siguiente manera:
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Figura 2.1

Principio de Multiplicacion. Si tenemos dos conjuntos de k y n elementos, respectivamente, y queremos
escoger dos elementos de modo que uno sea del primero y el otro del sequndo, esto lo podemos hacer de k xn
maneras.

El principio de multiplicacién puede ser aplicado reiteradamente:
Problema 4. En la tienda del problema 1 hay también cuatro modelos distintos de zapatos. ;De cuantas
maneras podemos escoger un conjunto de camisa, pantalén y zapatos?

» Podemos ahora comenzar con cualquiera de los 15 conjuntos de camisa y pantalén del problema 1.
Hay cuatro maneras de completarlo escogiendo un par de zapatos. Por lo tanto el niimero de posibles
conjuntos de camisa, pantalén y zapatos es 15 x 4 = 60. <

Problema 5. Una costurera tiene tres botones, cinco agujas y ocho tipos de hilo. ;De cuantas maneras
puede escoger un objeto de cada tipo?

» 3 x5 x8=120. <

Veamos ahora otro tipo de problema.
Problema 6. Si ademads de las ciudades A, B y C del problema 2 tenemos una cuarta ciudad D conectada

con las anteriores de la manera que indica la figura 1.2, jDe cudntas maneras podemos ahora viajar de A a
C?

Figura 2.2
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» Podemos ir de A a C pasando por B o por D. Sabemos por el problema 2 que hay 24 maneras de ir
de A a C pasando por B. Por el Principio de Multiplicacién hay 3 x 2 = 6 maneras de ir de A a C
pasando por D. Por lo tanto, en total hay 24 + 6 = 30 maneras de viajar de A a C. <

Problema 7. Una persona visita dos tiendas con intencion de comprar un pantalon. En la primera tienda
hay seis modelos diferentes y para cada uno hay tres colores. En la segunda hay diez modelos y cuatro colores
para cada modelo. jEntre cuantos pantalones tiene que escoger la persona?

» En la primera tienda hay 6 x 3 = 18 mientras que en la segunda hay 10 x 4 = 40. Para hallar el total
de pantalones tenemos que sumar estos dos nimeros, y obtenemos 18 + 40 = 58. <

Vemos que en ambos problemas hay dos situaciones que son excluyentes: Para ir de A a C pasamos por
B o por D, pero no por ambos. El pantalon lo compramos en la primera tienda o en la segunda, pero no en
ambas. Cuando se presenta una situacion de este tipo, el niimero total de soluciones se obtiene sumando las
soluciones bajo las distintas alternativas. Este resultado se puede enunciar de la siguiente manera:

Principio de Suma. Si una situacion puede ocurrir de k maneras distintas y una sequnda situacion ez-
cluyente de la primera puede ocurrir de n maneras, entonces existen k + n maneras en las cuales puede
ocurrir la primera o la sequnda situacion.

El principio de suma también puede ser aplicado reiteradamente.
Problema 8. En una tienda hay cinco modelos de pantalon, ocho de camisa y cuatro de zapatos. jCudntas
maneras hay de comprar dos objetos con nombres distintos?

» Hay tres casos posibles: Compramos pantalén y camisa; pantalén y zapatos o camisa y zapatos. Es facil
calcular el nimero de maneras de cada caso: 5 x 8 = 40 para el primero, 5 x 4 = 20 para el segundo
y 8 x 4 = 32 para el tercero. En total hay 40 4+ 20 + 32 = 92 maneras de comprar dos objetos con
nombres distintos. <

Problema 9. ;Cudntos nimeros de a lo sumo tres cifras se pueden formar con los digitos 3, 4, 7y 87

» Los nimeros que vamos a formar pueden tener una, dos o tres cifras. Veamos por separado cuantos hay
de cada tipo y luego sumamos los resultados, de acuerdo al principio de la suma. Es claro que de una
cifra hay 4. En el caso de dos cifras la primera puede ser cualquiera de los cuatro digitos, y la segunda
también. Por lo tanto hay 4 x 4 = 16 nimeros de dos cifras. De manera similar, hay 4 x 4 x 4 = 64. En
total tenemos 4 + 16 + 64 = 84 ntimeros de tres o menos cifras formados con los digitos 3, 4, 7y 8. «

2.2. Numero de subconjuntos de un conjunto finito.

Sea C = {e1,c¢a,...¢,} un conjunto de n elementos. Denotaremos por P(C) la familia de todos los
subconjuntos de C' y lo llamaremos el conjunto de partes de C'.
Por ejemplo, si C = {c1, c2,c3}, la familia P(C) consta de los siguientes conjuntos:
0
{er}i{ea}; {cs}
{Cla 62}; {Clv 03}; {CQa C3}
{e1, ¢, c3}

vacio es un subconjunto de C)
subconjuntos con 1 elemento)

subconjuntos con 2 elementos)

o~ o~ o~ o~

subconjunto con 3 elementos)

Como vemos, en este ejemplo el nimero de subconjuntos en P(C) es igual a 8.
Es importante resaltar que al describir un conjunto no importa el orden en el cual se escriben los elementos
que pertenecen a él. Asi, por ejemplo, {c1,ca2} es el mismo conjunto que {ca,¢1}, y no nos interesa el orden
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en el cual aparecen los elementos de cada subconjunto. Sin embargo, a los efectos del razonamiento posterior,
supondremos que los elementos del conjunto C' estan ordenados de alguna manera arbitraria, que es aquélla
en la cual los describimos inicialmente.

En el ejemplo anterior, como el conjunto inicial tenia sélo tres elementos, resulté facil escribir explicita-
mente los subconjuntos y contarlos, pero en general esto no va a ser posible. Por lo tanto queremos un
método que nos permita hallar este nimero de manera mas sencilla. Una posibilidad que resulta practica
para calcular el nimero de conjuntos de la familia P(C), que denotaremos §P(C), es la siguiente. Supon-
gamos entonces que C = {¢1,c¢a,...,¢,}, vamos tomando uno a uno todos los elementos de C' de manera
ordenada y decidimos en cada caso si lo incluimos o no en el subconjunto que construimos.

Podemos pensar, entonces, que construir un subconjunto equivale a asignarle a cada elemento un niimero:
le asignamos el 1 si lo incluimos en el subconjunto y el 0 si no lo incluimos. Es decir, que construir todos los
subconjuntos de C' es equivalente a construir todas las n-uplas de ceros y unos:

(a1,a9,...,a,) (a; =061)

donde a; = 0 significa que no hemos incluido el elemento ¢; en el subconjunto y a; = 1 significa que si lo
hemos incluido. Por lo tanto tenemos una correspondencia biunfvoca entre P(C) y el conjunto de n-uplas

A, ={(a1,a9,...,a,):a; =061}

correspondencia que asocia a cada subconjunto M C C' la n-upla que tiene un 1 en el lugar i si, y soélo si,
c;, € M.

Por ejemplo, en el caso del conjunto C' = {c1,ca,c3} de 3 elementos, si M = {c;} la terna que le
corresponde es (1,0,0); si en cambio M = {cg,c3} la terna que le corresponde es (0,1,1) mientras que a
M = {c1,cs} le corresponde (1,0,1).

Por Io tanto, basta contar cuantas n-tuplas hay en A, y esto es sencillo.

Para n =1 es claro que A,, tiene 2 elementos:

(0); (1)
Para n = 2 tenemos 4:
(0,0); (0,1); (1,0); (1,1)
Para n = 3 tenemos 8&:
(0,0,0); (0,1,0); (1,0,0); (1,1,0)
(0,0,1); (0,1,1); (1,0,1); (1,1,1)

y en general, si tenemos la familia A,,_1, por cada (n — 1)-upla que ésta contiene podemos fabricar 2 de 4,,,
segun agreguemos un 0 6 un 1 como iltima coordenada, y de este modo fabricamos todas las n-uplas de A,
una sola vez. O sea que:

1A, =2(§An-1) (n>2),

donde fA,, representa el nimero de elementos del conjunto A,,. Un sencillo argumento de induccién nos dice
que
ﬁAn — 27l

y por lo tanto
HP(C) = 2.
2.3. Variaciones con Repeticion.

Problema 10. Lanzamos una moneda tres veces. j Cuantas sucesiones distintas de ‘aguilas’ y ‘soles’ podemos
obtener?
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» Para cada lanzamiento hay dos resultados posibles. Para cada resultado posible del primer lanzamiento
hay dos del segundo, lo cual da 2 x 2 combinaciones para los dos primeros. Para cada una de estas hay
otros dos resultados posibles del tercero. En total hay 2 x 2 x 2 = 23 = 8 sucesiones distintas. <

Problema 11. ;Cudntos niimeros de exactamente cuatro cifras se pueden formar con los digitos impares?

» Tenemos cinco digitos impares: 1, 3, 5, 7 v 9. La cifra que corresponde a las unidades puede ser
cualquiera de estas cinco. Lo mismo para las decenas, las centenas y las unidades de mil. Por lo tanto
hay 5 x 5 x 5 x 5 = 5* = 625 ntimeros de cuatro cifras, todas impares. <

Problema 12. ;Cudntas palabras de tres letras (con o sin sentido) pueden formarse con las letras de la
palabra AZUL?

» Para cada una de las letras de la palabra que queremos formar tenemos cuatro que podemos escoger.
Por lo tanto hay 4% = 64 palabras. <

Los tres problemas anteriores tienen caracteristicas similares. Utilizando los m elementos de un conjunto
C (los cinco digitos impares, los dos resultados de lanzar una moneda, las cuatro letras de la palabra AZUL),
queremos formar sucesiones de longitud n (cuatro, tres y cuatro, respectivamente) permitiendo que los
elementos se repitan y queremos contar el nimero de maneras de hacer esto. El resultado es m™. Veamos
c6mo se puede deducir ésto en general.

Consideremos un conjunto de m elementos con la notacién C' = {¢1,ca, ..., ¢n}. Veamos el conjunto de
n-uplas o vectores de dimensiéon n que podemos formar con los elementos del conjunto C, permitiendo que
los elementos se repitan, es decir,

Xn ={(ciy,Cipy---Ci,) i, €C, j=1,...,n}

Por ejemplo, el conjunto A,, considerado en la seccién 2.2 de las n-uplas de ceros y unos corresponde a tomar
C ={0,1}. Si en cambio C' = {0,1,2} y n = 3, entonces X,, consiste de las siguientes ternas:

(0,0,0); (0,0,1); (0,0,2); (0,1,0); (0,1,1); (0,1,2); (0,2,0); (0,2,1); (0,2,2)
(1,0,0); (1,0,1); (1,0,2); (1,1,0); (1,1,1); (1,1,2); (1,2,0); (1,2,1); (1,2,2)
(2,0,0); (2,0,1); (2,0,2); (2,1,0); (2,1,1); (2,1,2); (2,2,0); (2,2,1); (2,2,2)
Hay que tener en cuenta que, al contrario de lo que sucede en el caso de los subconjuntos, el orden en el
cual aparecen las componentes es determinante para las n-uplas. Asi, el par (c1,cq) es distinto a (c2, ¢1).
Para calcular el nimero de elementos de X,,, llamado variaciones (o arreglos) con repeticién de m ele-
mentos tomados de n en n, procedemos exactamente igual que en la seccién anterior, cuando contamos el

nimero de n-uplas de ceros y unos, sélo que ahora, en lugar de ceros y unos, la n-upla estd formada a partir
de los elementos de C, que son m. Repitiendo el razonamiento anterior resulta que

11X, =m".

Problema 13. Si lanzamos un dado cuatro veces, jcuantos resultados posibles hay?

» Para cada lanzamiento hay seis resultados posibles. Como lanzamos el dado cuatro veces el resultado
es 6% = 1.296.

Si usamos la notacién anterior, C' = {1,2,3,4,5,6}, m =6y n = 4. <

Problema 14. En una cuadra hay cinco casas. Hay tres colores para escoger la pintura de cada una de ellas.
. De cuantas maneras puede pintarse el conjunto de las cinco?

> 35 =243. <
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2.4. Variaciones sin Repeticion.

Veamos ahora otro tipo de problemas.
Problema 15. Entre los once jugadores de un equipo de fiitbol hay que escoger un capitan y su suplente.
;Cudntas maneras hay de hacer esto?

» Cualquiera de los once jugadores puede ser seleccionado capitan. Hecho esto, cualquiera de los diez que
quedan puede ser su suplente. Por lo tanto hay 11 x 10 maneras de hacerlo. <

La diferencia en este caso estd en que la seleccion del capitdn modifica el conjunto a partir del cual
podemos seleccionar su suplente, ya que el capitdn no puede ser su propio suplente. Por lo tanto, la seleccion
del capitdn y su suplente no son independientes, como ocurria en la seccién anterior.

Problema 16. Se colocan veinte tarjetas numeradas de 1 a 20 en una bolsa para rifar tres premios. ;De
cuantas maneras se pueden repartir los premios?

» El primer premio puede ser cualquiera de los veinte nimeros. Seleccionado éste, el segundo puede ser
cualquiera de los 19 restantes, y el tercero cualquiera de los 18 que quedan luego de seleccionar primero
y segundo. En total hay 20 x 19 x 18 = 6840. <

De nuevo, a medida que vamos seleccionando cada ntimero premiado, el conjunto a partir del cual podemos
escoger el siguiente cambia.

Veamos cémo podemos calcular este nimero en general. Consideremos de nuevo un conjunto de m
elementos con la notacién C' = {cy, ¢, ..., ¢y }. Veamos ahora el conjunto de n-uplas o vectores de dimensién
n que podemos formar con los elementos del conjunto C', impidiendo que los elementos se repitan, es decir,
cuando consideramos el conjunto

Yo, =A{(ci,s¢Cips - 5ci,) ici; €0, j=1,...,n, ¢, distintos 2 a 2}.

El ntimero de elementos de Y;, se llama las variaciones (o arreglos) de m elementos tomados de n en n'y se
denota V). Con frecuencia decimos arreglos sin repeticién, o simplemente variaciones. Cuando no digamos
nada se sobreentenderd que son sin repeticion.

Por ejemplo, supongamos que C = {c1, ¢a,cs3, ¢4} de modo que m = 4 y sea n = 3. Es fcil verificar que
la lista siguiente contiene todos los elementos de Y,, sin que figuren repetidos:

C1,C4, 63)

Co

(01702,03) (61,62,64) (01,63,62) (01703704)' (01704702)
(c2,c1,e3); (c2,c1,ca); (e2,¢3,c1); ( )i ( )i
(c3,c1,02); (e3,c1,¢4); (c3,¢2,¢1); (c3,C2,¢4); (c3,c4,c1);

( )i ( ); ( )i ( )i

(047 C1, 02)

C2,C3,C4); (C2,C4,C1); 3

~ o~~~

,C4,C )
C3,C4,C 2)
)

C4,C1,C3); (C4,C2,C1); (C4,C2,C3); (C4,C3,C1); (C4,C3,C2

En consecuencia se observa que Vit = 24.

Para obtener una férmula general para V,)” procedemos inductivamente en n. Antes que nada observamos
que necesariamente se tiene que n < m, ya que si n > m, cualquier n-upla de elementos de C' tendra elementos
repetidos. Comencemos con n = 1. Es claro que tenemos m 1-uplas que son:

(c1); (e2); -+ (em)

y por lo tanto

Vlm =m.
Supongamos ahora que n = 2. Tenemos:
(c1,¢2); (c1,¢3); ... (c1,6m)
(02701); (62703); (027Cm)

(cmvcl); (cm702); (Cmacm—l)
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que son m(m — 1) pares que se obtienen agregando a cada uno de los m elementos de C' colocados en primer
término, uno de los (m — 1) elementos restantes (jrecordar que no hay repeticiones!). Por lo tanto

V" =m(m—1).

Para tener una férmula general para V)", procedemos inductivamente en n, ya que el razonamiento anterior
puede generalizarse sin dificultad como sigue:

Supongamos que tenemos todas las (n — 1)-uplas (sin repeticién). ;Cémo fabricamos las n-uplas sin
repeticiéon? Tomamos una (n — 1)-upla y le agregamos al final uno de los (m — (n — 1)) elementos de C' que
no figuran en ella, de modo que, por cada (n — 1)-upla podemos fabricar (m — (n — 1)) n-uplas. De esta
forma hemos fabricado todas las n-uplas de Y, sin repetir ninguna. Por lo tanto
Vi=(m-n+1)V", (n<m). (2.1)

n n—1

Como ya vimos que Vi = m, deducimos de (1-1) que

Vi=mm-1)---(m—n+1)= m!

n

e (2.2)

donde m! =mx (m—1)x---x2x1 se conoce como m factorial. En la férmula (2.2) utilizamos la convencién
0! =1 (cuando m = n).

Problema 17. En una carrera de férmula 1 participan 26 corredores. Los cinco primeros ganan puntos segun
la posicién que ocupen (9 puntos al primero, 6 al segundo, etc.) ;jDe cudntas maneras pueden repartirse los
puntos?

> V26 =17,893,600. <

2.5. Permutaciones.

Un caso particular de variaciones son las permutaciones, que corresponden a la situacién m = n. En este
caso V' =m! =m(m—1)(m—2)---2-1. Observamos que ahora las m-uplas contienen todos los elementos
de C, sin repeticién, dispuestos en todos los érdenes posibles.

Por ejemplo, si m = n = 3 las permutaciones son:

(c1,¢2,¢3); (c1,¢3,¢2); (ca,c1,¢3); (€2, ¢3,¢1); (€3,¢1,C2); (c3,C2,c1).

Claramente V3 = 6.
También se emplea con frecuencia para las permutaciones la notacion

P, =V =ml

Problema 18. ;De cudantas maneras podemos colocar cuatro bolas de distintos colores en fila?

» La primera puede ser cualquiera de las cuatro. La segunda, cualquiera de las tres restantes, etc. La
respuesta es 4 X 3 x 2 x 1 =4 = 24, <

Problema 19. ;Cudntas palabras, con o sin sentido, pueden obtenerse usando todas las letras de la palabra
PRENSA?

» Como la palabra no tiene letras repetidas, la respuesta es 6! = 720. Mdas adelante nos encontraremos
la situacién de palabras con letras repetidas. <
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2.6. Combinaciones.

Problema 20. De un grupo de treinta estudiantes queremos escoger dos para participar en una competencia.
. De cuantas maneras podemos hacerlo?

» El primer estudiante del par puede ser cualquiera de los treinta y, una vez escogido éste, el segundo
puede ser cualquiera de los veintinueve restantes. Pero de esta manera hemos contado cada pareja dos
veces, cuando A es el primero y B el segundo, y cuando B es el primero y A el segundo. Por lo tanto
tenemos que dividir este niimero entre dos. La respuesta es % = 435. <

Problema 21. De un grupo de veinticinco libros queremos escoger tres para leer durante las vacaciones.
;De cuantas maneras podemos hacer esto?

» Hacemos un razonamiento similar al del problema anterior. Primero contamos cuantos trios ordenados
de libros podemos formar y luego dividimos entre el nimero de ordenamientos posibles de cada trio. El
nimero de trfos ordenados son las variaciones de 25 elementos tomados de 3 en 3: V25 = 25 x 24 x 23 =
13.800. Cada trio lo podemos ordenar de 3! = 6 maneras. Por lo tanto la respuesta es

V£ 13.800
31 6

= 2,300.
<
Problema 22. En un juego de dominé, ;de cuantas maneras podemos escoger una mano?

» Una mano consiste de siete piedras sin importar su orden. La primera puede ser cualquiera de las
28 que forman el juego. Escogida ésta, hay 27 para escoger la segunda, luego 26 para la tercera, y
asf sucesivamente hasta escoger las siete. En total: V2% = 28 x 27 x 26 x 25 x 24 x 23 x 22 = 5.967.561.600.
Pero cada mano ha sido contada varias veces, dependiendo del orden en el cual la escogimos. Por lo
tanto tenemos que dividir por el niimero de maneras de ordenar una mano, que es 7! = 5040, y la
respuesta es "

Vi 5,967,561, 600
= =040 = 1,184,040

<

Veamos c6mo podemos resolver este tipo de problemas en general. Consideramos nuevamente un conjunto
C ={ec1,ca,...,cm} conm elementos. Llamamos combinaciones de m elementos tomados de n en n al nimero
de subconjuntos de C' que constan de n elementos. Se entiende que 0 < n < m y se denota dicho niimero por

m
( ) o también C)".
n

Ya sabemos calcular el nimero de n-uplas ordenadas V" que se pueden formar con los elementos de C. Es
claro que cada subconjunto de C' con n elementos da lugar a n! n-uplas ordenadas - tantas como maneras
tenemos de ordenar los n elementos del subconjunto - y por lo tanto

V= (’:) % nl (2.3)

Reemplazando V)" por su valor (férmula (2.2)), resulta

(TD - (minvlz)'n' (2.4)

Observamos que (0) = 1 para cualquier valor de m. Los ntimeros (T) se conocen como niimeros combina-
torios. Estudiaremos algunas de sus propiedades més adelante. Veamos primero algunos problemas.

Problema 24. En una practica de Baloncesto el entrenador quiere escoger un equipo de cinco entre los
treinta jugadores que estan entrenando. ;De cuantas maneras puede hacerlo?
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30\ _ 30! _ 17,100,720 _
> (5) = 25151 — 120 — 142,506 <

Problema 25. Un estudiante tiene seis libros y otro tiene nueve. ;De cudntas maneras pueden intercambiar
tres libros?

» El primer estudiante puede escoger tres libros de (g) maneras mientras que el segundo puede hacerlo

de (g) Por lo tanto, el nimero de intercambios posibles es (g) (g) = 1.120. <

Problema 26. Hay dos ninas y siete ninos en un grupo de nadadores. Se quiere escoger un equipo de cuatro
de modo que al menos uno de los nadadores sea nina. ;De cuantas maneras se puede hacer esto?

» Tenemos dos posibilidades: puede haber una o dos ninas en el equipo. En este ultimo caso los dos
varones pueden escogerse de (;) Si hay sé6lo una nina, la podemos escoger de dos maneras, mientras
que a los tres ninos restantes los podemos escoger de (;) En total tenemos (;) + 2(;) = 91 equipos
posibles. <

Problema 27. En el juego de KINO cada cartén tiene 15 niimeros escogidos del 1 al 25. ;Cudntos cartones
hay?

» Como no nos importa en orden en el cual escogemos los 15 nimeros la respuesta es el niimero combi-

natorio (27) = 123 = 3,268, 760.

Una observaciéon importante es que seleccionar los 15 ntimeros que estan en el cartén es equivalente a
seleccionar los 10 que no estan. Por lo tanto la respuesta también es el nimero combinatorio (fg) =

102!51!5! = 3,268, 760. Esta es una propiedad general que enunciamos a continuacién. <

Problema 28. Tenemos tres bolas indistinguibles y 20 cajas. ;De cuantas maneras podemos colocar las
bolas en las cajas de modo que no haya mas de una bola en cada caja?

» Podemos enumerar las cajas del 1 al 20 y ahora el problema se reduce a seleccionar subconjuntos de tres
elementos del conjunto {1,2,...,20}, que representan las cajas que van a estar ocupadas. Ya sabemos

que esto lo podemos hacer de
20
=1,140
(5)

maneras distintas. P |

El problema anterior muestra que si tenemos objetos de dos tipos y queremos colocar k objetos de tipo 1y
n — k de tipo 2 en fila, tenemos (2) maneras de hacerlo, pues podemos pensar que los lugares de la fila estdn
numerados y que el problema consiste en contar el niimero de subconjuntos de k elementos del conjunto

{1,2,...,n}.

2.6.1. Propiedades.
Propiedad 1. (7;) = ( m )

m—n

Demostracion. A partir de la definicién tenemos

(0) == = ()

Como ejercicio, dé una demostracién sin calcular, utilizando solamente la definicién de combinacién.

Propiedad 2. (Relacién de Pascal)

(ZZ):(?:_DJF(m; 1) (I<n<m-—1). (2.5)
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Demostracion. Tenemos un conjunto C' de m elementos y queremos contar el nimero de subconjuntos
de n elementos que tiene. Ya sabemos que este ntimero es (’7’:) pero vamos a calcularlo de otra manera. Sea
c1 € C un elemento de C, contamos en primer lugar los subconjuntos de C' de n elementos que tienen a c;.
Esto es equivalente a contar los subconjuntos de n — 1 elementos del conjunto C'\ {c;1}, que son (T:__ll ) En
segundo lugar contamos los subconjuntos de C' de n elementos que no tienen al elemento ¢;. Como ¢; no
puede estar en el subconjunto, tenemos que elegir a partir de los m — 1 elementos restantes de C. Esto da

(mfl) subconjuntos. Aplicando ahora el Principio de Suma tenemos

()= G+ ()
2.7. El Triangulo de Pascal.

La propiedad 2 sirve para construir un arreglo de nimeros con propiedades utiles e interesantes, que se
conoce como el tridngulo de Pascal. Supongamos que para un cierto valor de m conocemos los valores de
todos los niimeros combinatorios de la forma (’::), 0 < n < m, entonces la relacién (2.5) nos permite calcular

los valores de los niimeros combinatorios (m:1)7 0<n<m+1:

<m:1> - (nn—l1> i @)

Por lo tanto, de manera recursiva podemos obtener todos los nimeros combinatorios. Comenzamos con

(8) =1, al cual colocamos en el centro de la pagina. Los siguientes dos son (é) =1y (}) = 1, que colocamos

debajo, a ambos lados del 1 que habiamos colocado inicialmente, de modo que éste quede en el centro del
espacio que separa los dos niimeros nuevos, como se ve en la figura 2.3.

Figura 2.3

Para m = 2 tenemos en primer lugar los dos niimeros combinatorios de los extremos, que corresponden

an=0yn=2,ie. ((2)) =1ly (;) = 1, que colocamos debajo de los anteriores, como se ve en la figura 2.4.
2
1

(1.5): (?) = ((1)) + (}) =1+ 1= 2. S5i colocamos este niimero en el centro de la tercera fila observamos que

su valor es la suma de los dos ntimeros que se encuentran sobre él:

Atn cuando es facil calcular el nimero combinatorio ( ) directamente, vamos a hacerlo usando la féormula

1®\:/@1

Figura 2.4

Veamos como se construye la fila que corresponde a m = 3. Los extremos ambos valen 1: (8) = (g) =1.
El resto de los espacios los llenamos sumando en cada caso los dos valores que se encuentran por encima del
espacio en cuestion: (i’) =142=3, (3) =2+1.

Si continuamos este proceso inductivamente obtenemos el tridngulo que se indica en la figura 2.6, conocido
como triangulo de Pascal.

La fila j tiene 7 4+ 1 ntimeros, que corresponden a los niimeros combinatorios (3), para 0 <17 < j, es decir
J

0)' Observamos, en consecuencia, que el nimero que

que cada fila comienza por el nimero combinatorio (
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3
4
5 1 5 10 10 5 1
j=6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 3 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Figura 2.6: El Triangulo de Pascal

aparece en el lugar i + 1 de la fila j, es el nimero combinatorio (z), por ejemplo, para hallar (Z) buscamos
el lugar 5 de la fila 7 obtenemos (Z) = 35.

Otra manera de construir el tridngulo es la siguiente. Cambiamos los niimeros por puntos o nodos, como
se indica en la figura 2.7.

Figura 2.7

Escribimos un 1 sobre el vértice superior, y luego, sobre cada nodo, el niimero de maneras que hay para
llegar a este punto a partir del vértice superior, moviéndonos unicamente hacia abajo. El resultado es el
tridngulo de Pascal.

Veamos una propiedad interesante del triangulo de Pascal. Si evaluamos la suma de los niimeros en cada
fila obtenemos 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, etc. Parece natural la conclusién de que la suma de la n-ésima fila
es 2". Esto es cierto y podemos probarlo por induccién. Sabemos que es cierto para las primeras filas. Para
probar el paso inductivo observamos que cada niimero de la n-ésima fila es sumando para formar dos niimeros
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Figura 2.8

de la siguiente fila: los que estdn por debajo de él, a ambos lados. Por lo tanto la suma de los nimeros de la
fila n + 1 es dos veces la suma de los niimeros de la fila anterior. Esto completa el paso inductivo.
Si escribimos esta relacién explicitamente obtenemos la siguiente identidad:

(5)- ()2 ()

En realidad, ya hemos visto una demostracion combinatoria de esta identidad. El lado derecho representa
el nimero de subconjuntos de un conjunto con m elementos. Por otro lado, el nimero combinatorio (TZ)
representa el nimero de subconjuntos de n elementos que se pueden formar a partir de un conjunto de
m elementos. La identidad anterior dice que el nimero total de subconjuntos es igual a la suma de los
subconjuntos de 0 elementos méas el nimero de subconjuntos de 1 elemento més ... més el ntimero de
subconjuntos de m elementos.

2.8. El Binomio de Newton.

Queremos encontrar ahora una férmula para la expresién (a + b)™ para valores generales de m. Adn
cuando este no es un problema de combinatoria, tiene una solucién que estd estrechamente ligada a los
nimeros combinatorios y al triangulo de Pascal.

Escribamos los valores de esta expresion para los primeros valores de m:

a+b)’ =1,

)Y=a+b,
a+b)? =a® + 2ab + b,

a+b)? =a® + 3a%b + 3ab® + b

Observamos que los coeficientes de las expresiones que estan del lado derecho corresponden a los valores del
tridngulo de Pascal. Esto sugiere la siguiente identidad:

m __ m m m m—1 m m—212 m m—1 m m
(a+0b) —<O>a +<1>a b+<2>a b* + +<m1)ab +(m)b .

m m .
= kzzo (k)akb k.
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Haremos la demostracion de esta férmula por induccién completa en m. Observe que el segundo miembro
contiene (m + 1) sumandos. Para m = 1, queda

1 1
(a+b)t = (0>a1b0—|— <1>a0b1 =a+b,

que es obviamente correcto.
Supongamos entonces que la férmula es correcta para m, e intentemos probar que también lo es para (m+1).
Tenemos

(a+b)™ =(a+b)(a+b)" = (a+b) zm: (Z‘) akpmF
k=0

_m M\ kt+1pm—k — (m kpm—Fk+1
—kz_o<k>a b —|—Zo(k)ab

k
m—1 m
_ m—+1 m k+1bm7k: berl m kbm*kJrl 27
a +¥(k) " +¥(k . 27)

Haciendo un cambio en el indice de la suma j = k+ 1 obtenemos que el segundo sumando en la expresién
anterior se puede escribir
m—1 m m m
k+1pm—Fk __ jm—j+1
a®"b = a’b .
> (1) -2 (M)

k=0 j=1

Vamos a reemplazar esta expresién en (2.7), pero para mantener la uniformidad en la expresién y simplificarla
mas facilmente, usaremos el indice k en lugar de j. Obtenemos

_ . m+1 - m kim—k+1 m-+1 o m kim—k+1
(2.7) =a —|—Z(k_1)ab +b —|—Z(k)ab
k=1 k=1
— am+1 + i [(kml) + <Z>:| akbm—k+1 + bm-‘,-l.
k=1

Aplicando ahora la propiedad 2:

(kTiLl) i <7Z) - <ij1>

y reemplazando resulta

m m—+1
1
(a+b)m=a""+) <m;r >akbmk+1 o=y " gk Rt
k=1 k=0

que muestra que la férmula es correcta cuando el exponente es m + 1. Por el principio de induccién sabemos
entonces que la férmula es véalida para todo m.

Como caso particular de la férmula del binomio de Newton podemos obtener de nuevo la identidad (1.6).
Basta tomar a = b = 1 para obtener
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2.9. Coeficientes Multinomiales

Los coeficientes binomiales cuentan el nimero de maneras que tenemos de colocar en fila n objetos de
dos tipos de modo que haya k objetos de tipo 1 y n — k de tipo 2, donde 0 < k < n. Sabemos que hay

(+)

Supongamos ahora que tenemos m tipos distintos de objetos y queremos colocar en fila k; objetos de
tipo 1, ko de tipo 2, ..., k,, de tipom, con k1 + ko + -+ kp =ny0<k; <nparai=1,2,...,m. ;De
cuantas maneras podemos hacer esto?

Supongamos que podemos distinguir los n objetos, no solo los de distintos tipo sino también los del mismo
tipo. Entonces tendriamos n! arreglos posibles de los n objetos. Pero como en realidad los objetos de Tipo 1
son indistinguibles, cualquier permutacién de estos objetos produce resultados que son indistinguibles. Como
hay k1! arreglos de los objetos de tipo 1 en la fila, debemos dividir n! por k;!. Otro tanto ocurre con los
objetos de tipo 2: Si los permutamos, obtenemos filas que son indistinguibles, de modo que también hay que
dividir por ks!. De manera similar debemos dividir por k3!, k4!,...,k,,!, de modo que el nimero de filas es

maneras de hacerlo.

n!
Eilko! - k!

n
k17k27"'akm

para estos numeros, que llamaremos coeficientes multinomiales.
Por ejemplo, si tenemos las letras a, b, b, ¢, ¢ jDe cudntas maneras podemos ordenarlas? La respuesta es

5
(172,2) =30

Existe una relacién entre los coeficentes multinomiales y el desarrollo de expresiones del tipo (1 +--- +
Tm)™ que es similar a la de los coeficientes binomiales y el binomio de Newton: El ndmero (k?1 " ) es el

coeficiente de z¥ - .. zFm en el desarrollo de (z1 + -« - + &)™

Para ver esto consideremos cémo se forma un término como z* - -z
deramos la expresion

Usaremos la notacién

km en esta multiplicacién. Si consi-

(T4 FTm) (@4 A Tm) (T + o+ Tn) (2.8)

los distintos términos se obtienen seleccionando una variable de cada factor en (2.8). Hay n factores y
queremos seleccionar ki veces a x1, a To, ko veces y asi sucesivamente hasta x,, que lo queremos seleccionar
k,, veces a sabemos que esto lo podemos hacer de

)

n
2.
(kl,kg,...,km) (29)

kl.a. k
1

xym en el desarrollo de (z1+- « -4z, )™

maneras distintas. Por lo tanto (2.9) es el coeficiente del término x o

Como ejemplo podemos escribir el desarrollo del cubo de la suma de tres términos:

(a+b+c)? =a®+ b+ +3a%b + 3a’c + 3b%a + 3bc + 3c%a + 3¢2b + 6abe.
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2.10. Problemas Resueltos.

1.

>

¢/ Cudntas palabras (con o sin sentido) pueden formarse usando todas las letras de la palabra “REMAR”?

Esta palabra contiene dos veces la letra R y todas las demads son diferentes. Supongamos por un

momento que estas dos letras son distinguibles: R; y Rs. En este caso hay 5! = 120 palabras diferentes,

pero en realidad dos palabras que puedan obtenerse intercambiando R; y Ro son idénticas. Por lo tanto

las 120 palabras se dividen en pares de palabras idénticas, de modo que la respuesta es 120/2 = 60.
<

. ¢Cudntas palabras de (con o sin sentido) pueden formarse usando todas las letras de la palabra “SA-

BANA”?

Esta palabra contiene tres veces la letra A. Supongamos de nuevo que estas letras son distinguibles:
Ay As y As. En este caso hay 6! = 720 palabras diferentes, pero en realidad dos palabras que puedan
obtenerse intercambiando las letras A; son idénticas y esto podemos hacerlo de 3! = 6 maneras difer-
entes. Por lo tanto las 720 palabras se dividen en grupos de 6 palabras idénticas, de modo que la
respuesta es 720/6 = 120.

<

¢, Cudntas palabras (con o sin sentido) pueden formarse usando todas las letras de la palabra “INTEN-
CION”?

Esta palabra contiene tres veces la letra N, dos veces la letra I y las otras son distintas. Si pensamos de
nuevo que estas letras son distinguibles, tenemos 9! palabras. Como en realidad las letras I son idénticas,
el niimero de palabras se reduce a 9!/2!, y ahora si recordamos que las N también son distinguibles nos
quedan 9!/(2! x 3!) = 30, 240 palabras.

<

. De cuantas maneras pueden sentarse cinco personas en cinco sillas?

En este caso nos interesa el nimero de permutaciones de cinco elementos, ya que podemos pensar que
las sillas estan numeradas y el problema es equivalente a ordenar el conjunto de personas. Por lo tanto
la respuesta es 5! = 120.

|

. De cuantas maneras pueden sentarse cinco personas en cinco sillas alrededor de una mesa circular, si
consideramos que todas las rotaciones de una posicién son equivalentes?

Obsérvese que se puede elegir arbitrariamente la silla para la primera persona (a menos de rotar
simultdneamente a todo el mundo, hasta que esta primera persona quede sentada en esa silla). Es
facil ver, entonces, que el numero de disposiciones posibles es el niimero de maneras de sentarse las 4
personas restantes en las 4 sillas que quedan, es decir 4! = 24.

El mismo razonamiento dice que, si en lugar de 5 personas y 5 sillas, son n, el resultado es (n — 1)L
<

. Cudntos nimeros de seis cifras tienen al menos una cifra par?

Los numeros que tienen al menos una cifra par son aquellos que tienen una, dos, tres, ... seis cifras
pares. Por lo tanto tendriamos que contar el niimero de elementos de cada uno de estos conjuntos y luego
sumarlos. Resulta més sencillo en esta situacién, contar cuantos niimeros no satisfacen la condicién (es
decir, cuantos no tienen ninguna cifra par) y restar éste del total de los ntimeros de seis cifras. Hay
9 x 10° = 900,000 ntimeros de seis cifras (la primera cifra no puede ser 0, por eso la respuesta no es
109) de los cuales 55 = 15.625 no tienen ninguna cifra par. Entonces hay 900,000 — 15,625 = 884, 375
numeros de seis cifras con al menos una de ellas par.
<
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10.

Supongamos que tenemos 3 cajas numeradas y 4 bolas indistinguibles. ;De cuantas maneras podemos
colocar las 4 bolas en las tres cajas?

Procedamos graficamente, representando cada caja como la parte limitada por dos barras verticales.
Por ejemplo, en la configuracién de la figura tenemos 3 bolas en la primera caja, 0 bolas en la segunda
vy 1 bola en la tercera.

Un instante de reflexién muestra que tenemos la situacion siguiente: hay 4 bolas y 4 barras, que se
disponen una a continuaciéon de la otra en 8 lugares y cada configuraciéon queda determinada por
el lugar que asignamos a las dos barras centrales entre los 6 lugares que podemos elegir para ellas,
teniendo en cuenta que las barras de los extremos estan obligadas a quedar alli. Es decir, el problema
se reduce a decidir de cuantas maneras se pueden colocar dos barras en seis espacios, y esto es (g)

|

Generalizar el ejemplo anterior al caso en que tenemos b bolas y n cajas.

El resultado que se obtiene aplicando el mismo razonamiento es:
n+b—-1\ (n+b-1
n—1 N b

. De cuantas maneras podemos escoger las cuatro manos en un juego de doming?

Por el resultado del problema 22 en la seccién 2.6 sabemos que hay 1,184,040 maneras de escoger una
mano de siete piedras. Veamos de cuantas maneras podemos escoger las cuatro manos que forman el
punto de inicio de una partida de dominé. Una vez escogida la primera mano, nos quedan 21 piedras
para escoger la segunda, y por lo tanto hay (271) = 116, 280. Para la tercera tenemos (174) =3,432yla
dltima esta formada por las siete piedras que quedan. Por el principio de multiplicacién la respuesta
es el producto de estos niimeros:

1,184,040 x 116,280 x 3,432 x 1 = 472, 518, 347, 558, 400

<

Un cartén de ‘BINGQO’ esta formado por cinco columnas de numeros, una para cada letra de la palabra
BINGO. Cada columna tiene cinco niimeros, excepto la central, correspondiente a la letra N, que tiene
solo cuatro ya que el lugar central no participa en el juego. Los cinco numeros de la primera columna
se escogen entre los primeros 15 enteros: 1,2, ...,15, los de la segunda entre los enteros 16,17,...,30 y
asi sucesivamente hasta la iltima columna, para la cual escogemos los cinco niimeros entre 61,62, ... 75.
¢ Cuantos cartones distintos de BINGO hay, suponiendo que el orden en el cual aparecen los niimeros
en cada columna no es importante?

Veamos en primer lugar, de cuantas maneras podemos escoger los cinco niimeros de la primera columna,
suponiendo que el orden de los nimeros que aparecen en ella no importa. En este caso tenemos que
escoger un subconjunto de 5 nimeros a partir de un conjunto que tiene 15, de modo que la respuesta
es el nimero combinatorio (155) = 3,003. Los resultados para las columnas correspondientes a las letras
I, G y O son iguales, la tnica diferencia estd en la columna central, correspondiente a la letra N. En
este caso sélo escogemos cuatro nimeros a partir de los 15 disponibles, de modo que la respuesta es

(‘7)) = 1,365
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11.

12.

Ahora, por el principio de multiplicacién, debemos multiplicar estos resultados para obtener la respues-
ta:
3,003% x 1,365 = 111,007, 923, 832, 370, 565

<

En el problema anterior consideramos que el orden de los niimeros en el cartén de BINGO no importaba.
Esto es cierto si estamos jugando a cartén lleno, pero en muchos otros juegos, como las cuatro esquinas,
la ’X’, etc. si importa el lugar en el cual aparece cada niimero. Si tomamos en cuenta el orden, jcuantos
cartones distintos de BINGO hay?

Podemos aprovechar el cdlculo que realizamos en el problema anterior si observamos que tenemos que
multiplicar el resultado anterior por el nimero de maneras de ordenar los nimeros que aparecen en
cada carton. Este ordenamiento debemos hacerlo respetando las restricciones de cada columna, es decir,
en la primera sélo pueden aparecer nimeros comprendidos entre 1 y 15, en la segunda entre 16 y 30,
etc. Por lo tanto, para cada una de las columnas correspondientes a las letras B, I, G, y O tenemos
cinco numeros y 5! = 120 érdenes posibles. En la columna central hay sélo cuatro niimeros y por lo
tanto 4! = 24 maneras de ordenarlos. En conclusién debemos multiplicar el resultado del problema
anterior por 120* x 24 = 4.976.640.000:

111.007.923.832.370.565 x 4.976.640.000 = 5, 52446474061129 x 10%°

Demostrar la identidad
m—1
m k
= 2.10

e interpretar en base al triangulo de Pascal.

Comenzamos a partir de la propiedad 2 de los niimeros combinatorios:
m m—1 m—1
= 2.11
()= (o)) e
que forma la base del tridngulo de Pascal. Usamos esta propiedad para escribir el segundo sumando
del lado derecho como
(ml) <m2) (m?)
= + .
n n—1 n
Si sustituimos esta expresion en (2.11) y repetimos este procedimiento obtenemos
()=o) (")
= +
n n—1 n
m — n m — 2 n m—2
n—1 n—1 n
(2))+

m—1
1

Sy 3 G R G B G

()= (5= G e () ()

y el resultado final es
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y teniendo en cuenta que (Z) = (Zj) obtenemos la expresién (2.10). Para ver qué interpretacién tiene

ésto en relaciéon al tridngulo de Pascal veamos un caso particular: m = 7,n = 4. La relaciéon anterior

nos dice que
7 6 5 4 3
35 (4) (3>+<3)+(3>+<3) 0+10+4+

Si observamos la ubicacién de estos ntimeros en el triangulo obtenemos

m=0 1

m=1 11

m=2 12 1

m=3 1 3 3

m=14 1 4 6 1

m=5 1 5 10 5 01
m=6 1 6 15 15 6 1
m=7 1 7 21 3 @) 21 7 1
m=28 1 8 28 56 70 56 28 8 1
m=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Figura 2.9

13. Dos cajas contienen 2n bolas cada una, numeradas de 1 hasta 2n. Se selecciona un conjunto de n bolas

de cada caja. Calcular el nimero de maneras de hacer ésto de modo que ambos conjuntos tengan, a lo
sumo, una bola con el mismo niumero.

Utilicemos la siguiente notacion:

{i1,...,1n} es el conjunto de bolas extraidas de la primera caja.
{J1,---,Jn} es el conjunto de bolas extraidas de la segunda caja.
Es claro que los elementos de {i1,...,i,} son 2 a 2 distintos, y lo mismo sucede para {j1,...,Jn}

Observamos, aunque no forma parte de la pregunta, que el total de extracciones posibles de la primera
caja es (2:) y que, por cada una de éstas, podemos tener (27?) extracciones de la segunda caja, de modo
que el total de extracciones de parejas de conjuntos {i1,...,in}, {j1,--.,Jn} €8

2
2n
0
Veamos ahora la respuesta a la pregunta formulada. El niimero de maneras de que ambos conjuntos
contengan, a lo sumo, una bola con el mismo niimero, es la suma del nimero de maneras de que no con-

tengan ninglin ntimero en comtn mas el nimero de maneras de que contengan en comun exactamente
un numero.

(Cudntas extracciones podemos efectuar, de tal modo que {i1,...,in} v {j1,...,Jn} no contengan
ningin ndmero en comun?

Tenemos libertad en la seleccién de {41, ..., 4, }, que puede ser hecha de (27?) maneras. Por cada eleccién
de {i1,...,i,} en cambio, hay una sola eleccién de {j1,...,j,} que produce el efecto deseado de que
ambos conjuntos no contengan ningin nimero en comun, que es la eleccién de los n nimeros del
conjunto total {1,2,...,2n} que no figuran en {iy,...,i,}. En consecuencia tenemos

(ﬁ? (2.12)
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maneras de elegir los subconjuntos {i1,...,4,} (de la primera caja) y {j1,...,7n} (de la segunda) de
modo que no tengan ningin elemento en comun

. Cuéntas extracciones podemos efectuar, de tal modo que {i1,...,in} v {j1,...,Jn} contengan exac-
tamente un nimero en comun?

Nuevamente, hay (2:) maneras de elegir la extraccién {iy, ..., i,} de la primera caja. Hecha ésta, debe-
mos contar cudntas formas tenemos de extraer {ji,...,jn} de modo que en este ultimo conjunto figure
uno y solo un elemento de {iy,...,4,}. Para ello procedemos asi: elegimos el elemento de {i1,...,i,}
que debe figurar, para lo cual tenemos n alternativas. Luego elegimos los (n — 1) elementos restantes de
{j1,-..,Jn} entre los n elementos que quedan en la segunda caja cuando excluimos los de {i1,...,in},
y esto lo podemos hacer de
n J—
(b 0)=

Resumiendo, por cada extracciéon de la primera caja tenemos n° maneras de hacer una extraccién de

la segunda que tenga exactamente un elemento en comin con la hecha en la primera. Recordando que
2 . .

hay ( ”) maneras de extraer de la primera, resulta que la respuesta a nuestra segunda interrogante es

<2:> n (2.13)

que hay
maneras de extraer {i1,...,in} ¥ {Jj1,-..,Jn} de modo que tengan un elemento comtin. Sumando (1.5)
y (1.6) tenemos el resultado final
2n
1+n?).
()am

2.11. Aplicaciones a Probabilidad

maneras.
2

Podemos ahora aplicar las técnicas de conteo que hemos desarrollado en este capitulo para calcular
probabilidad en el caso ‘clasico’, es decir, cuando tenemos un espacio muestral finito y todos los elementos
del espacio tienen igual probabilidad de ocurrir. Veamos un par de ejemplos importantes.

2.11.1. Muestreo con Reposicién. La Distribucion Binomial.

Retomemos el ejemplo del capitulo anterior sobre el muestreo con reposicién, pero en lugar de considerar
muestras de tres elementos, consideramos muestras de m elementos. Tenemos una poblacién de N objetos de
los cuales n son defectuosos. Igual que antes podemos calcular las probabilidades correspondientes, siempre
admitiendo que son igualmente probables de ser extraidos todos los conjuntos ordenados de m elementos
buenos y defectuosos.

Sea pr,m(0 < k < m) la probabilidad de extraer exactamente k defectuosos entre los integrantes de la
muestra. Sea Nj ,, el nimero de maneras posibles en las cuales se pueden extraer k defectuosos en una

muestra de m. Entonces
Nigom = <7Z> nk(N — n)m*k

porque podemos elegir de (7;) formas los k lugares que ocupan los defectuosos en la muestra, en cada uno
de ellos poner cualquiera de los n defectuosos que hay en la poblacién, y colocar ademés cualquiera de los
N — n no defectuosos en cada uno de los m — k lugares restantes.

Dado que el nimero total de muestras posibles de m elementos (es decir, de eventos elementales) es N™,

resulta que
_ Ny (m (n)k (1 n)m—k
Peom = "Nm™ =\ ) (W N 7
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O sea

m _
Phom = (k)p’“(l —p)mk

puesto que todas las muestras posibles se han supuesto igualmente probables. Esta funcién de probabilidad
se conoce como la Distribucion Binomial con parametros m y p. El nombre de la distribucién viene del
Binomio de Newton, que estudiamos en la seccién 2.8. Podemos usar la férmula del binomio para demostrar
que, efectivamente, la expresién anterior define una probabilidad. Tenemos que verificar que, si sumamos
Dk,m sobre todos los valores posibles de k, el resultado es 1.

ki_opk,m = Zm: (Z)pk(l —p)"F

k=0
=p+QQ-p)" =1

Ensayos de Bernoulli y la Distribucién Binomial. Si realizamos una serie de experimentos con
dos resultados posibles, que podemos llamar éxito y fracaso, o 1 y 0, y éxito o 1 tiene probabilidad p de
ocurrir, tenemos una situaciéon similar a la que acabamos de analizar. Este tipo de experimento se como
un experimento de Bernoulli con probabilidad p de éxito. Si realizamos m experimentos de este tipo, la
probabilidad de obtener k éxitos estd dada por la distribucién binomial py, ,, que acabamos de definir.

2.11.2. Muestreo sin Reposicion. La Distribucién Hipergeométrica.

De una poblacién de N articulos entre los cuales hay n defectuosos, se extraen sucesivamente r sin
reposicion y se cuenta el nimero de los defectuosos en la muestra. El espacio muestral contiene todos los
subconjuntos de r elementos tomados entre los N dados, es decir, (JX ) puntos muestrales.

Consideremos el evento: “en la muestra hay exactamente s defectuosos”, donde s < n, s < r. Queremos
calcular el nimero de puntos de este evento, para lo cual observamos que los defectuosos se pueden elegir
de (Z) formas diferentes, y los no defectuosos de (N _”) formas diferentes. Dado que cualquier eleccion de s

r—Ss

defectuosos se puede combinar con cualquier elecciéon de r — s no defectuosos, tenemos en total

n\ /(N —n
s r—s
muestras posibles en las que hay exactamente s defectuosos.

La probabilidad de obtener exactamente s defectuosos en una muestra de tamano r tomada en una
poblacién de N objetos con n defectuosos es

(MG
() I

admitiendo que todas las extracciones posibles son igualmente probables.

Para obtener esta férmula observemos que hay (J: ) muestras de tamano r sin reposicién, hay (Z) maneras
de escoger s defectuosos entre los n que hay en la poblacién y por cada una de ellas hay (]:T:S”) maneras
de escoger los r — s objetos en buen estado. Esta funciéon de probabilidad se conoce como la Distribucion

Hipergeométrica.

p(s) =

Aplicaremos este modelo a la estimacion de N, situacién que se presenta frecuentemente en la practica.
Supongamos, por ejemplo, que se desea estimar el total N de peces en un lago. Podemos proceder del
siguiente modo: extraemos una muestra de tamano n y marcamos los peces antes de reintegrarlos al lago.
Posteriormente se extrae una muestra, que puede ser del mismo tamano n, y contamos el niimero de peces
marcados. Se supone que no ha variado el nimero total de peces y que todos tienen la misma probabilidad
de salir en la segunda muestra. Veamos cémo procedemos para estimar N suponiendo que en la segunda
muestra se obtuvieron s peces marcados.
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Usando el método de maxima verosimilitud, introducido en el capitulo anterior, consideramos la funcién

N—
() (oY)
N
()
que representa la probabilidad de obtener s peces marcados en una muestra de tamano n, si el tamano de
la poblacién es N y hay n peces marcados, y determinamos N tal que L(IN) sea méximo. Para ello, como
se trata de una funcién discreta, no podemos usar los métodos del Célculo y consideramos una comparaciéon

entre valores sucesivos de la funcién L para determinar el valor que la maximiza.
Consideramos entonces

L(N) = s<mn,

LNy (UOH6 (N —n)?

LIN=1) (M)t NN -2n+s)

Si el cociente es mayor que 1, resulta L(N) > L(N — 1). Para que esto ocurra es necesario que
(N —n)? =N? —2nN +n? > N(N —2n+s) = N> — 2nN + sN

simplificando esta expresién obtenemos n? > sN. En consecuencia, para N < n?/s se tiene L(N) > L(N —1)
y la desigualdad cambia de sentido si N > n?/s. Por lo tanto, el valor de N que maximiza a L(N) es el
mayor entero que no supera a n?/s. En particular, si n = 1,000 y s = 100 resulta

106
5 =10, 000.

N1
10

2.12. Problemas Resueltos

1. De los 38 ntimeros de una ruleta (del 1 al 36, y los ntimeros 0 y 00), 18 son rojos. §Cudl es la probabilidad
de que en cinco juegos un nimero rojo gane exactamente dos veces?

» Este es un caso de muestreo con reposicion: Tenemos 38 niimeros para escoger y en cada juego puede
ganar cualquiera de ellos. Si realizamos cinco juegos hay 38° resultados posibles. Para contar de cuantas
maneras puede salir un ntimero rojo exactamente dos veces observamos que hay (g) maneras de escoger
los juegos en los cuales ganan niimeros rojos. En cada uno de ellos puede ganar cualquiera de los 18
ntmeros rojos que tiene la ruleta, lo que nos da un total de 182 posibilidades, y en cada uno de los
juegos en los cuales no gana un nimero rojo podemos colocar cualquiera de los 20 niimeros restantes,
para un total de 20°. Tenemos entonces que hay (3)18%20° maneras en las cuales pueden resultar
exactamente dos ntimeros rojos ganadores en cinco juegos. La probabilidad que buscamos es, por lo

tanto
5) 18220° /5 (18\* (20)°
2/ 38  \2/\38 38) °

Hemos podido utilizar los resultados de la secciéon 2.11.1 para resolver este problema de manera mas
sencilla. Vimos alli que la probabilidad de obtener exactamente k defectuosos en una muestra de tamano
m realizada con reposicion si la proporcién de defectuosos en la poblacion es p sigue una distribucion

binomial de pardmetros m y p:
m k —k
1—p)™".
( f )p (1-p)

Este es exactamente el resultado que acabamos de obtener con m =5, k =2y p = 18/38.
<

2. Se lanza un dado seis veces. ;Cudl es la probabilidad de que los resultados sean todos distintos?
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Hay 65 resultados posibles. De ellos 6! corresponden a tener en cada lanzamiento un resultado posible.
Por lo tanto la probabilidad que buscamos es
6! 5
— = — =10.0154
65 324 0.015
<

. Si colocamos al azar n fichas en n cajas, ;Cudl es la probabilidad de que cada caja tenga exactamente
una ficha?

Numeramos las cajas de 1 a n. Distribuir las fichas en las n cajas es equivalente a asignarle a cada
ficha el nimero de la caja en la cual la colocamos. A cada ficha podemos asignarle cualquiera de los n
ndimeros, y como hay n fichas, tenemos n™ distribuciones posibles. ; Cudntas de ellas corresponden a
tener exactamente una ficha en cada caja? Para que esto sea cierto, al hacer una lista de los niimeros
que hemos asignado a las fichas deben estar todos los nimeros de 1 a n sin que haya ninguno repetido.
Esto se puede hacer de n! maneras. Por lo tanto la probabilidad que buscamos es

n!
nn’
|

. Si colocamos al azar n fichas en m cajas, ;Cual es la probabilidad de que ninguna caja tenga mas de
una ficha?

En primer lugar observamos que si hay maés fichas que cajas, es imposible hacer una distribucién sin que
haya al menos una caja con mas de una ficha. En este caso la probabilidad buscada es 0. Supongamos,
entonces que m > n. Si adoptamos el mismo procedimiento que en el problema anterior, asignandole a
cada ficha el nimero de la caja que le toca, vemos que hay m™ distribuciones posibles. Veamos cuantas
hay sin que ninguna caja tenga més de una ficha. Esto equivale a escoger una muestra de n nimeros
sin reposiciéon de los m que corresponden a los nimeros de las cajas. Esto lo podemos hacer de V"
maneras, de modo que la probabilidad que buscamos es 0 si m <n 'y

Vlzm(m—l)...(m—n—i—l)

sim > n.
mn mn

<

. Si colocamos al azar n fichas en m cajas, ;{Cual es la probabilidad de que la primera caja tenga
exactamente k fichas?

Para que esto ocurra, a exactamente k de las fichas tenemos que asignarle el nimero 1, y un nimero
distinto de 1 al resto de las fichas. Las fichas a las cuales vamos a asignarle el niimero 1 las podemos
escoger de (Z) maneras. A cada una de las n — k fichas restantes podemos asignarle cualquiera de los
m — 1 ndmeros que no son 1, y esto lo podemos hacer de (m — 1)”_’“ maneras. La probabilidad que
buscamos es
(e) (m — )"
m" '

<

. Tenemos 100 cartas numeradas del 1 al 100. Se mezclan las cartas y luego se van volteando una a una.
;Cudl es la probabilidad de que la carta con el ntimero j aparezca en el j-ésimo lugar al ser volteada?

En este problema podemos pensar que el resultado de voltear las 100 cartas es un arreglo de 100
ndmeros entre 1 y 100, sin repetir ninguno:

(a17a2,...,a100), lgaiglo(), i:l,...,lOO.
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;, Cuantos arreglos podemos formar? Hay uno por cada permutacion de los niimeros de 1 a 100, por lo
tanto hay 100! resultados posibles. ; Cudntos de ellos tienen una j en el lugar j7 Si fijamos el nimero
que ocupa este lugar, quedan 99 niimeros para distribuir en los 99 lugares restantes. Hay 99! maneras
de hacer esto. Por lo tanto la probabilidad buscada es

99! 1

100! ~ 100

En general, si en lugar de 100 ntimeros hay n, la probabilidad de que en el j-ésimo lugar aparezca la
carta con el nimero j es 1/n.
|

7. En el problema anterior, ;Cudl es la probabilidad de que ninguna carta aparezca en su lugar?

» Llamemos A; el evento que ocurre si la jésima carta aparece en su lugar. Vimos en el ejercicio anterior
que la probabilidad de este evento es 1/100. Queremos calcular la siguiente probabilidad:

PASA - N ASy) =1 — P(AL U+ U Argo)

y para obtener esta ultima probabilidad podemos usar el principio de inclusiéon-exclusiéon que vimos en
la seccién 1.4 del primer capitulo:

P(A1U---UA) =Y P(Ai) = > P(A;iNAj) + -+ (=1)'"P(A1 N+ 1 Aggp). (2.14)
i i<j
El primer término de esta ecuacién es 1 porque hay 100 sumandos y cada unos de ellos vale 1/100.

Para el segundo término tenemos que si dos nimeros especificos quedan fijos simultdneamente, el resto
se puede permutar de (100 — 2)! maneras, de modo que

(100 — 2)! 1

PAiNA =)= "0 = 100.99"

Nos falta contar el nimero de términos en la segunda suma, que es el nimero de maneras de seleccionar
dos numeros enteros del 1 al 100, y esto lo podemos hacer de (130) maneras distintas. Por lo tanto el
segundo término de la ecuacién (2.14) es

(100 1 _100-99 1 _ 1
2 )100-99 2 100-99 2
Para el tercer término tenemos que para cualesquiera i, j, k fijos,

100 — 3)! 1
1000 100-99-98

P(A; N A; N Ay) = (

v hay (1g0) términos en la suma, de modo que el tercer término de (2.14) es

100 1 ~100-99 - 98 1 1
3 /100-99-98 3! 100-99-98 3!

Continuando este razonamiento y sustituyendo los términos obtenidos en (2.14) obtenemos

11 1
P(A1U~~~UA100)*175+§—~~—m~0.367879

y la probabilidad de que ningiin niimero quede en su lugar es

1 1
1—P(A1U-~-UA100):§—§—--- m%0.632121
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Si en lugar de tener 100 cartas tenemos n, la probabilidad de que haya al menos un nimero en su lugar
es
1
P(AJU---UA)=1— =+ — —---+(—1)"+1—',
! n!
y si llamamos p,, a la probabilidad de que ningiin nimero quede en su lugar:
1 1 1

pnzl—P(A1U-~-UAn):5—5—---—1—(—1)”—. (2.15)

Recordemos el desarrollo de la funcién exponencial en serie de potencias:

z_l 1 2 1 3 1 n
e’ = +x+§x +§JJ —I—-~-+ax +oe

Si ponemos z = —1 obtenemos

1 1 1
_1 _ —_— — — DY — "Li e 2
=5 gt +(-1) i ~ 0.3678794 (2.16)
y observamos que p,, converge a e~ !. Es interesante observar que los términos de la serie en (2.16)
alternan de signo y como los denominadores son factoriales, que crecen muy rapidamente, las serie
converge también muy rapidamente. Con n =5, p,, = 0.3666667 y con n = 10, p, = 0.3678795.
<

8. Lanzamos un dado repetidamente hasta obtener el primer seis. ;Cudl es la probabilidad de obtenerlo
en el k-ésimo lanzamiento?

» Llamemos X al lugar en el cual ocurre el primer seis. Queremos calcular la probabilidad del evento
{X =k} y para ello observamos que hay 6* resultados posibles de lanzar un dado k veces. Para que
el primer seis ocurra en el lanzamiento k es necesario que en los primeros k£ — 1 lanzamientos nunca
ocurra un seis, y que en el k-ésimo ocurra un seis. Lo segundo sdlo puede suceder de una manera, pero
para lo primero tenemos 5~ posibilidades, ya que para cada uno de los k — 1 lanzamientos hay 5

resultados posibles. Por lo tanto
k-1 5\
PX=k=—=|- —.
( ) 6k (6) 6

Este resultado puede generalizarse de la siguiente manera: supongamos que realizamos una sucesién
de experimentos cada uno de los cuales tiene dos resultados posibles: éxito y fracaso é ‘1 "y ‘0’ con
probabilidades respectivas p y ¢ = 1 —p. Llamemos X al lugar en el cual ocurre el primer éxito, jcuél es
la probabilidad de que el primer éxito ocurra en el lugar k&7 La situacion es similar a la del lanzamiento
del dado si llamamos éxito a obtener un seis en el lanzamiento y ponemos p = 1/6. El resultado general,
cuya demostracion veremos mas adelante, es

P(X =k)=¢"""p.

Esta funcién de probabilidad se conoce como la Distribucién Geométrica de pardmetro p. Observamos
que X puede tomar como valor cualquier entero positivo.
<

2.13. Resumen.

Cuando escogemos elementos que pertenecen a un conjunto decimos que realizamos un muestreo y pode-
mos hacerlo de acuerdo a diversos criterios: Con reposicién de los elementos al conjunto antes de hacer la
siguiente seleccién, o sin reposicion. Podemos también tener en cuenta el orden en el cual hacemos la seleccion
o no. Esto nos da cuatro posibilidades:
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= Muestreo con orden y con reposicién: Variaciones con repeticiéon. Si queremos seleccionar k
elementos de un conjunto de tamafio n, con reposicién y en orden, lo podemos hacer de n* maneras.

= Muestreo con orden y sin reposicion: Variaciones. Si queremos seleccionar k elementos de un
conjunto de tamano m, sin reposicién y en orden, es necesario que k < n y lo podemos hacer de
Vi*=n(n—1)---(n—k+1) maneras. El caso particular k¥ = n se reduce a contar los posibles érdenes
de los n elementos del conjunto, se conoce como las permutaciones de n y V' = nl.

= Muestreo sin orden y sin reposicién: Combinaciones. Si queremos seleccionar k elementos de un
conjunto de tamano n, sin reposicién y sin orden, es necesario que k < n y lo podemos hacer de
n\ __ n!
(k-) — nl(n—k)! maneras.

= Muestreo sin orden y con reposicion: Este caso no tiene un nombre particular y es el mas

complicado de los cuatro, pero ya lo hemos encontrado anteriormente, en los problemas 7 y 8 de la

seccién 2.10. Si queremos seleccionar k elementos de un conjunto de tamafio n, con reposicién y sin
orden, ésto lo podemos hacer de (":E;l) = ("+£_1) maneras. Veamos esto: podemos pensar que a cada
elemento del conjunto le asignamos una caja, de modo que en total tenemos n cajas. Tomamos ahora
k bolas y las repartimos en las cajas, sin importar si hay cajas vacias o cajas con més de una bola.
El nimero de bolas que hay en una caja es representa el niimero de veces que hemos seleccionado ese

elemento en la muestra. Como vimos en el problema 8 de la seccién 2.10, ésto efectivamente se puede

hacer de (":Ezl) = ("'H;_l) maneras.

2.14. Comentarios y Algo de Historia.

1.- Blaise Pascal nacié en Clermont, Francia, el 19 de junio de 1623. Publicé a los diecisiete anos el
brillante “Ensayo Sobre las Cénicas’, se interesé posteriormente en el trabajo experimental de Torricelli y
cultivé un considerable interés por la fisica experimental. Desarrollé una maquina calculadora, similar a las
cajas registradoras de hace algunos afios. Escribié, posteriormente, el “Tratado del Tridngulo Aritmético”
sobre los nimeros combinatorios. Este tridngulo, conocido ahora como el Tridngulo de Pascal y que estudi-
amos en la seccién 2.7, era conocido por los matemaéticos europeos desde hacia al menos un siglo. Aparece,
entre otros, en el trabajo de Stifel y Tartaglia. El crédito de Pascal no estd en su descubrimiento sino en
haber realizado un estudio sistematico y elegante de sus propiedades. Menos conocido, pero més importante,
es el hecho de que Pascal introdujo la induccién mateméatica y aplicé esta técnica para demostrar resultados
sobre los coeficientes binomiales.

El tridngulo de Pascal era conocido por el poeta y matemdatico arabe Omar Khayam unos 550 anos
antes de Pascal y también aparece en el Precioso Espejo de los Cuatro Elementos escrito hacia 1.300 por el
matematico chino Chu Shi Kei.

2.- Isaac Newton nacié el 25 de diciembre de 1642 en Woolsthorpe Manor, Inglaterra. En 1661 ingresé en
Trinity College de la Universidad de Cambridge, donde estudié con Isaac Barrow. En un manuscrito de 1665
presentd la férmula para el desarrollo binomial con cualquier potencia y describié las ideas fundamentales
de su método de fluentes y fluxiones, un método equivalente al Célculo de Leibniz.

Su trabajo més importante fue “Principios Matematicos de la Filosofia Natural ”, publicado en Londres
en 1.687. En este importante tratado se presenta la Ley de la Gravitacién Universal, y las bases de la
Mecénica Clasica, cuyos principios dominaron la fisica de los siglos XVIII y XIX.

Newton no trabajo en el area de probabilidad. La tnica contribucién conocida aparece en lista de ejercicios
(25) y fue un problema que le propuso Samuel Pepys y que respondié correctamente, aunque luego Pepys no
se mostré muy dispuesto a aceptar su respuesta.

3.- El problema 7 de la seccién 2.12 es un problema clésico en la historia de las probabilidades y fue
propuesto inicialmente por Pierre Rémond de Montmort (1678-1719) en su tratado sobre probabilidades
Essay d’analyse sur les jeux de hazard publicado en 1708. El juego original consistia en trece bolas numeradas
que se sacaban en sucesién de una caja, y por esa razon se llamaba treize o trece. También era conocido
como rencontres o coincidencias.
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Ejercicios
1. ;Cuéantas diagonales tiene un poligono convexo de n lados?
2. a. ;{De cuantas maneras podemos escoger un comité de tres personas en un grupo de 207
b. {De cudntas maneras podemos escoger un presidente, un secretario y un tesorero?
3. Hay N ninas y N nifos en una fiesta.
a. ;Cudntas parejas de baile de sexos distintos pueden formarse?
b. ;De cuantas maneras se pueden colocar en una fila de modo que los sexos se alternen?
4. Un examen tiene 12 preguntas que pueden ser respondidas cierto o falso. Si un estudiante decide
responder cierto a seis de ellas, jde cudntas maneras puede hacerlo?
5. Con las letras de la palabra LIBRO, ;Cudntas palabras de cinco letras o menos (con o sin sentido)
pueden formarse? ;Cudntas de ellas no tienen letras repetidas?
6. Calcule cuantas palabras con o sin sentido pueden formrse con las letras de las siguientes palabras.
CUAUTITLAN, CUERAMARO, TLALNEPLANTLA TLACOQUEMECATL.
7. Se disponen 5 bolas blancas y 5 negras en 3 cajas numeradas. ;Cudntas maneras hay de hacerlo?
8. ;Cuantos numeros se pueden formar usando todos los digitos 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 47
9. En una mesa de un restaurant seis personas ordenan arrachera, tres piden enchiladas, dos piden pollo
y uno pide pasta.
a. ;De cuantas maneras pueden servirse los 12 platillos de modo que todos reciban lo que ordenaron?
b. ;De cudntas maneras pueden servirse de modo que nadie reciba lo que ordend?
10. Una mano de POKER consiste de cinco cartas tomadas de un juego de barajas. ;De cudntas maneras
se puede obtener
a. una escalera (cinco cartas en orden, sin importar la pinta; el As puede terminar la escalera pero no
comenzarla)?
b. un trio?
c. un par?
d. dos pares?
e. un par y un trio (full house)?
f. Halle la probabilidad de los eventos anteriores.
11. ;Cual es la probabilidad de que cuatro personas seleccionadas al azar hayan nacido en diferentes dias
de la semana?
12. Se disponen en fila 2 bolas blancas y 6 bolas negras de modo que no haya dos bolas blancas consecutivas
(la figura indica una manera posible). ; Cudntas maneras hay de hacerlo?
[ JNON Mo N I ]
13. ;De cuadntas maneras pueden sentarse cinco hombres y cinco mujeres en una mesa redonda de modo
que no haya dos hombres sentados uno al lado del otro?
14. ;De cudntas maneras pueden sentarse cinco hombres y ocho mujeres en una mesa redonda si los hombres

se sientan todos juntos?
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15

16.

17

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

. Seleccionamos cuatro ninos al azar y sin reposicion de una familia que tiene exactamentes dos varones.
La probabilidad de no escoger ningin varén es la mitad de seleccionar ambos ; Cudntos ninos en total
hay en la familia?

. Cuéntos nimeros de cinco cifras tienen todas sus cifras de igual paridad (todas pares o todas impares)?

. En una mesa rectdngular los anfitriones se sientan en los extremos. ;De cudntas maneras se pueden
sentar

a. seis invitados, tres a cada lado?

b. cuatro mujeres y cuatro hombres, sentados cuatro a cada lado de modo que no haya dos personas
del mismo sexo juntas?

c. ocho invitados, cuatro a cada lado de la mesa, de modo que dos invitados especificos se sienten
juntos?

., De cuantas maneras podemos escoger cuatro cartas de distintas pintas y distintos valores a partir de
un juego de 52 cartas?

(Cual es la probabilidad de que una mano de bridge (13 cartas) tenga los cuatro aces?
., Cudntas biyecciones hay de A a B, si ambos conjuntos tienen n elementos?
Determine los enteros n tales que n! > 2.

Un restaurante ofrece un menu con las siguientes posibilidades: cuatro sopas para escoger una, dos
platillos principales, para escoger uno, dos acompanantes a escoger entre tres tipos de papas, tres tipos
de vegetales y una ensalada, Cuatro postres para escoger uno y una bebida de tres.

a. ; Cudntas comidas diferentes se pueden ordenar si s6lo hay un tipo de papa en cada orden, suponiendo
que no se omite ningtn tiempo?

b. ;Cudntas comidas diferentes se pueden ordenar si sélo hay un tipo de papa en cada orden, y se
omite un tiempo distinto del plato principal?

Clara dice que es capaz de distinguir Pepsi Cola de Coca Cola por el sabor 75 % de las veces. Pedro
piensa que Clara sélo estd adivinando. Para determinar quién tiene la razén Clara debe probar 10 vasos
en cada uno de los cuales hay alguna de las dos gaseosas, que ha sido seleccionada al azar lanzando una
moneda. Clara gana si acierta 7 o mas veces. Halle la probabilidad de que Clara gane si en realidad lo
que dice es cierto. Halle la probabilidad de que Clara gane si en realidad estd adivinando.

En un grupo de 12 personas hay dos de apellido Pérez. Si no importa el orden, ;de cudntas maneras
se pueden escoger siete personas a) sin restricciones? b) si se deben incluir los dos Pérez? ¢) sin incluir
ningtin Pérez? d) si sélo un Pérez se incluye? e) si al menos un Pérez se incluye? f) si a lo sumo un
Pérez se incluye?

a. Halle la probabilidad de obtener al menos un seis al lanzar 6 dados. b. Halle la probabilidad de
obtener al menos dos seises al lanzar 12 dados. c. Halle la probabilidad de obtener al menos tres seises
al lanzar 18 dados. Compare los tres resultados.

a. Se colocan 3 bolas numeradas en 3 cajas numeradas. Hallar el nimero de maneras de hacerlo de
modo que: (i) Al menos una caja quede vacfa. (ii) Exactamente una caja quede vacia.

b. Repetir el calculo hecho en a. cuando hay n bolas y n cajas.

Las claves o Numeros de Identificacién Personal (NIP) para las tarjetas bancarias tienen usualmente

4 cifras. Si una computadora asigna estos numeros al azar, ;Cudl es la probabilidad de que las cuatro
cifras sean diferentes? ;Cudl es la probabilidad de que haya exactamente dos digitos repetidos?
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28

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

. Los dados para jugar poker consisten de 5 dados con los simbolos {9,10, J,Q, K, A}. Al lanzar estos
cinco dados ;Cudl es la probabilidad de obtener un ’full house’ (un trfo y una pareja? ;Cudl es la
probabilidad de obtener dos pares?

Una caja contiene ocho bolas, dos rojas, dos azules, dos blancas y dos negras. Las bolas se separan al
azar en dos grupos de cuatro bolas cada uno ;Cuél es la probabilidad de que cada conjunto tenga una
bola de cada color?

Una caja contiene 100 bolas numeradas del 1 al 100. Se seleccionan al azar dos bolas sin reposicién
;,Cual es la probabilidad de que la suma de los nimeros sea par?

Un amigo te invita jugar Aguila o Sol lanzando su moneda, pero tu piensas que la moneda no estd bal-
anceada. Le propones jugar de la siguiente manera: lanzas la moneda dos veces, si el resultado es AS
tu ganas, si es SA tu amigo gana y si es AA 0 SS ninguno gana y se vuelve a lanzar la moneda hasta
lograr dos resultados distintos. Supén que la probabilidad de que la moneda salga A es p. Halla la
probabilidad de AS, SA, AA, SS con dos lanzamientos de la moneda. Usando esto demuestra que la
probabilidad de ganar en el nuevo esquema es 1/2.

Un medicamento tiene una efectividad desconocida p. Para estimar p se aplica el medicamento a n
pacientes y se encuentra que resulté efectivo en m de ellos. El pricipio de mdzima verosimilitud dice que
debemos estimar p seleccionando el valor que maximiza la probabilidad de que ocurra lo que ocurrié en
el experimento. Suponga que el experimento puede considerarse una serie de ensayos de Bernoulli con
probabilidad de éxito p y demuestre que el estimador de méxima verosimilitud para p es m/n.

Veintidos caballos de madera distintos se van a colocar en un carrusel en dos circulos concéntricos. ;De
cuantas maneras se puede hacer esto si cada circulo debe tener 11 caballos y cada uno de ellos debe
estar al lado de otro caballo?

Demuestre que a partir de un conjunto de n elementos se pueden formar 2”1 subconjuntos con un
ntmero par de elementos.

Sea A la coleccién de subconjuntos de {1,2,3,...,n} que tienen tamano par (por convencién () tiene
tamarfio par), y sea B la coleccién de los subconjuntos de tamano impar. Establezca una biyeccién de
A a B, lo cual demuestra que ambos tienen la misma cardinalidad.

n 2n . . . . .
Demuestre que ( k) y (%) tienen la misma paridad, es decir, ambos son pares o ambos son impares.
Demuestre que hay infinitas filas del tridngulo de Pascal que consisten unicamente de niimeros impares.

Sea a un nimero del Tridngulo de Pascal. Demuestre que la suma de los nimeros del tridngulo que se
encuentran dentro del paralelogramo limitado por los lados del tridngulo y las diagonales que pasan
por a (ver figura 2.10) es igual a a — 1

Figura 2.10
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39

40.

41.
42.

43.

44.
45.

46.

. Demuestre las siguientes identidades

()= () e ()=o) () =+ () - ()

Sea x un elemento de un conjunto A de tamafo 2n. Cuente los subconjuntos de A de n elementos que
incluyen a x y los que lo excluyen. Use esto para demostrar que (2;:) = 2(27?__11)

Sea m = (), demuestre que (') = 3("1‘1).
Demuestre las siguientes identidades
N n_l n - n
a.I;Q “l=on 1, b. k_lk=<2), C';k(n_k):<3)'

Férmula de Van der Monde. Demuestre que para m,n enteros y » < m A n,
Z m n _(m+n
E)\r—k) r )
k

Demuestre que (Z) =>" (;Zj)

Considere todas las poligonales (n, S,),n > 0 que parten del origen — es decir, que Sy =0 — y que, en
cada paso, saltan una unidad hacia arriba o hacia abajo. Dicho de otra manera, S,, = X1+ Xo+---+X,,
donde cada X; vale 1 6 —1.

w
g
ot

Figura 2.11

a. {Cudntas poligonales podemos construir en el intervalo de tiempo [0, n]?
b. ;Cuantas poligonales satisfacen S,, = 07

c. Usamos la notacién N, 5, = #{ poligonales tales que S,, = h}. Sea k un entero positivo y £ un entero
no-negativo. Probar que

Ny, k+¢ = #{ poligonales tales que S, = k — ¢, y para algin m < n se tiene S, = k}

d. Sea k un entero positivo, probar que

#{poligonales tales que S,, = 0, 1£né}<( Sy >k} = Np ok

Agrupando un conjunto de n? puntos de dos maneras distintas, de una prueba combinatoria de n? =
2(”) + n.
2



60

CAPITULO 2. TEORIA COMBINATORIA

Figura 2.12

47. Demuestre que (];) (Z) = (?) (Z:;) contando los elementos de un conjunto de dos maneras distintas.

48. Consideremos un tablero cuadriculado como el de la figura 2.13, con las columnas numeradas y las

49.

50.

filas indicadas por letras. Supongamos que un punto se mueve sobre los nodos de modo que en cada
movimiento se puede dirigir hacia adelante, a la izquierda o a la derecha, pero nunca se devuelve. El
punto comienza en la interseccién J12 viniendo de la calle I. ;Cuédntas rutas distintas hay para

a. llegar a la interseccién L8 después de 6 movimientos?

b. regresar a J12 después de cuatro movimientos?

1 2 3 4 5

B O Q=

Figura 2.13

En el tablero del problema anterior queremos ir de B2 a J10 en el menor ntimero posible de movimientos
;Cudantas rutas posibles hay?

(Cudntos rectdngulos (de cualquier tamafio se pueden formar usando los segmentos de una reticula
con m rectas horizontales y n verticales. En la figura 2.14, m = 4,n = 6.

Figura 2.14



Capitulo 3

PROBABILIDAD CONDICIONAL
E INDEPENDENCIA

3.1. Introduccion.

Consideremos una poblaciéon de 20 estudiantes entre los cuales hay 14 que estudian Medicina y 6 que
estudian Ingenieria. De esta poblacién se escogen sin reposicién dos estudiantes al azar y se consideran los
eventos:

FE1: “El primer estudiante seleccionado estudia Medicina”.
FE5: “El segundo estudiante seleccionado estudia Medicina”.
El espacio muestral que consideramos consiste de la coleccién de todos los pares ordenados

(aisa;); (@i, br);  (br,ai);  (br,bn)

donde los a; son estudiantes de Medicina y los b; son de Ingenieria, ¢ # j;k # h; i,7 < 14;h,k < 6. El
nimero de eventos elementales es 20 x 19.

La siguiente tabla de doble entrada indica el nimero de puntos muestrales correspondientes a la particién
de € segun los eventos F1, E5 y sus complementos. En la dltima fila aparecen los totales correspondientes a
cada columna y en la ultima columna los correspondientes a cada fila.

FEs ES
Ey 14x13 14x6 14x19
EY 6x14 6x5 6x19
14x19 6x19 20x19

Tabla 3.1
Utilizando este cuadro podemos calcular facilmente las probabilidades de eventos tales como
14 x 13 14 x 19 6 x 14
P(EyNEs) = ; P(FE)) = ——; P(E{NEy) = .
(Brn E2) = 551" (B = 30%19° (BN E2) = 55519
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Si suponemos que el primer estudiante estudia Medicina, ;cudl es la probabilidad de que el segundo también?
En este caso vemos, a partir de la tabla, que hay 14 x 19 resultados posibles, de los cuales 14 x 13 son
favorables al evento Fy y por lo tanto la probabilidad que deseamos calcular es

14x13 (14 x13)/(20 x 19)  P(E; N B>)
14x19 (14 x19)/(20 x19)  P(Ey)

La probabilidad que hemos calculado se llama “probabilidad condicional de Ey dado FE:1” y se denota
P(Es|En).

Observamos que P(E;) = 1213 = T no coincide con P(E;|E1) = 3. Al saber que ocurrié Ei
disponemos de cierta informacién adicional que modifica nuestro espacio muestral: la nueva poblacién, para
la segunda extraccién, no coincide con la original, ya que sélo quedan 13 estudiantes de Medicina de un total
de 19 estudiantes posibles.

Notemos ademads que si las extracciones se realizan con reposicién esto no ocurre, ya que el resultado de
la primera extraccién no nos da ninguna informacién sobre la segunda. En este caso se tiene:

7
10°

14x19 _ 7

P(E2|E1) = P(Ez)

Definicién 3.1 Sea (2,.4, P) un espacio de probabilidad y sea B € A tal que P(B) > 0. Definimos una
nueva funcién P(-|B) de A en R mediante

P(AN B)

TB) para todo A € A.

P(A[B) =

Esta funcién P(-|B) que hemos definido es una probabilidad; en efecto:

P(A|B) > 0 para todo A € A.

P(B) P(B)
3. Sean Ay, A, ... conjuntos disjuntos en A, entonces
UA|B BmUz 1A>:P(U21B0A’L)
P(B) P(B)

o 1P(BmA ZPA|B

P(:|B) se llama probabilidad condicional dado B.
Dos propiedades elementales de la probabilidad condicional son las siguientes:
= Si Ay B son disjuntos, entonces P(A|B) = 0. En efecto,

P(AN B)

ANB=0=PANB) =0 y PAIB) = —5

=0.
= Si B C A entonces P(A|B) =1 ya que en este caso P(AN B) = P(B).
Ejemplos

1. Se lanzan dos dados hasta que la suma de los puntos sea 7 u 8. Si sale 7 gana el jugador A, si sale 8
gana B. ;Cudl es la probabilidad de que gane A?
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» Vamos a resolver este problema de dos maneras. Supongamos primero que al cabo de n lanzamientos
gana A. Esto quiere decir que en los n — 1 primeros lanzamientos no salié ni 7 ni 8, y que en el n-ésimo
se obtuvo 7. Este evento tiene probabilidad

_1 % n—1
Prn=1%\36 '

De esta manera, la probabilidad de que A gane es:
§ n—1
36

1
o0 25 n
2 (3)

1

25 11"
-3 11

M8
=

PA) =S =

3
I

D= =

Otra forma de resolver el problema es observar que la probabilidad de que gane A es la probabilidad
condicional de que la suma de puntos sea 7, dado que el juego termina en un cierto lanzamiento, es
decir, dado que la suma es 7 u 8 (hay que observar que la probabilidad de que el juego no termine es
cero) o sea

P(A) = PUTH{T,8)) = o) _ 38 _ 6

P78 LT ar

2. Se lanza un dado dos veces.

a) Si la suma de los resultados es 8, jcudl es la probabilidad de que el primer lanzamiento haya resultado
enk, 1<k<6?

b) Si el primer lanzamiento resulté en 3, cudl es la probabilidad de que el segundo sea k, 1 < k < 67?

¢) Si el primer lanzamiento resulté en 3, jcudl es la probabilidad de que la suma de ambos lanzamientos
sea 77

> Sea X el resultado del primer lanzamiento e Y el del segundo. Sabemos que P(X = k) = P(Y = k) =
1/6, 1<k < 6.

a) Queremos calcular

P((X =k)N(X+Y =8))

P(X=kX+Y=8)= X7 )

Veamos primero la probabilidad en el denominador. Observamos que hay 5 resultados cuya suma es
ocho de un total de 36 resultados posibles, que corresponden a los pares ordenados (2, 6); (3,5); (4,4);
(5,3); (6,2) y por lo tanto la probabilidad en el denominador vale 5/36. Por otro lado, la probabilidad
en el numerador vale 0 si tomamos k = 1. Para 2 < k£ < 6 hay un solo resultado del segundo lanzamiento
para el cual la suma es ocho: Y = 8 — k y en consecuencia la probabilidad en el numerador es 1/36.
Finalmente tenemos

1/5  si2<k<6,

PX =kX+Y =8)=
( | ) {O sik=1.

b) Ahora nos interesa calcular

P(Y =k|X =3) =
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Sabemos que P(X = 3) = 1/6. Para calcular la probabilidad del numerador observamos que de un
total de 36 resultados posibles, s6lo uno corresponde al evento (Y = k) N (X = 3) y por lo tanto esta
probabilidad es 1/36. En consecuencia

1/36 1

Este resultado es igual a P(Y = k) y concuerda con lo que uno esperaria intuitivamente, ya que saber
el resultado del primer lanzamiento no debe afectar en manera alguna el resultado del segundo.

¢) Nos interesa ahora

PX 1y =7x =3 = Y =DNX=3)

pero
X+Y=7NnX=3)=@B4+Y=7)Nn(X=3)=(Y =4)Nn(X =3),
por lo tanto
P(Y =4)Nn(X =3))
P(X =3)

P(X+Y =T7X=3)=

y por el resultado de la parte b de este ejercicio sabemos que esta probabilidad es 1/6. <

. Consideremos ahora una situacién que se presenta con frecuencia en casos de controles masivos apli-

cados en prevencion médica y control de calidad de productos.

Para controlar una cierta enfermedad en una poblacién donde la proporcién de enfermos es p se usa un
determinado examen médico para detectar enfermos. Se sabe que la probabilidad de que al aplicar el
examen a un enfermo lo muestre como tal es de 0.90, y que la probabilidad de que el examen aplicado
a una persona sana la senale como enferma es 0.01. Calcular la probabilidad de que una persona
esté realmente enferma si el examen médico lo mostré como tal.

Para responder esta pregunta elegimos al azar una persona en la poblacién y consideramos los eventos
E: “la persona estd enferma”.

R: “el examen la detecta como enferma”.

Queremos calcular

mmm_Pg%m
Sabemos que
P(E) =p,
mmmpggmow
mewnggyazam

A partir de las dos primeras igualdades obtenemos
P(ENR)=0.90p

y a partir de la tercera
P(E°NR) =0.01(1 — p).



3.1. INTRODUCCION. 65

Por lo tanto
P(R)=P(RNE)+ P(RNE")
= 0.90p + 0.01(1 — p),

y en consecuencia
0.90p 90p

T 0.90p+0.0L(1—p) 89p+1°

P(E|R)

En particular, si p = % resulta
P(E|R) ~ 0.76.

Llama la atencion que esta probabilidad no sea muy préxima a 1, como uno esperaria. Analizando el
comportamiento de P(E|R) como funcién de p (ver figura 3.1) observamos que si la proporcién p de
enfermos en la poblacién es pequeiia, el método de control masivo es insuficiente, dado que P(FE|R)
estd lejos de 1. Por ejemplo, si p = 0.001, resulta P(E|R) ~ 0.083.

P(E|R)
1_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0.5

[
0.5 1 P

Figura 3.1

Los datos de este ejemplo han sido elegidos arbitrariamente, pero observamos, sin embargo, que
cualquier método de control que pueda implicar errores en la clasificacion considerada, estd sujeto
a dificultades como la que hemos encontrado anteriormente, que requieren un andlisis previo a su
aplicacién. <

4. Estudiemos la distribucién del tiempo de vida de un aparato eléctrico bajo la hipétesis de que el
aparato no envejece, sino que se destruye por una perturbacion aleatoria. Lo que queremos decir es que
el objeto en cuestion cumple con la siguiente condicién: dado que el aparato esta en funcionamiento en
el instante s, se comporta respecto a su tiempo de vida futuro a partir de ese instante como si hubiera
comenzado a funcionar en s, es decir que

P(T>s+hlT>s)=PT>h), h>0,

o sea
P(T >s+h)

P >3) = P(T > h).

Si llamamos ¢(t) = P(T > t), la igualdad anterior se puede escribir

p(s+h) = @(s)e(h) (3.1)
para cualquier par de niimeros positivos s y h. Si ¢ no es identicamente nula veamos que

o(t) =e M donde t > 0, A > 0.
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» De (3.1), si s = h = 0, resulta

de donde ¢(0) =0 6 ¢(0) = 1. Ahora bien,
©(0) =0 = w(s) = p(0)p(s) =0, para todo s >0

y tenemos una solucion trivial.

Consideremos ahora el caso ¢(0) = 1. A partir de (3.1) deducimos
p(ns) =p(s+s+---+s)=(p(s))", para todo s > 0.

Si s = 1/n resulta
p(1/n) = (p(1)

poniendo ahora s = n/m, se tiene

p(n/m) = (p(1/m))" = (p(1))™,

3

es decir que
p(t) =(p(1))"  siteQ t>0.

Falta mostrar que la relacién anterior es cierta para cualquier nimero real positivo t. Sean (tx), (t}.)
dos sucesiones de racionales positivos tales que

te <t <ty tp—t, t,—t,
entonces, dado que la funcién ¢ es mondtona decreciente, resulta

(1) = o(te) < @lt) < p(t) = (p(1))"
haciendo k£ — oo tenemos
(1) < p(t) < (p(1))*

y por lo tanto (t) = (¢(1))!. Poniendo (1) = e~ obtenemos

p(t) =e

donde A debe ser positivo para que ¢ sea decreciente. Concluimos entonces que P(T > t) = e My
decimos que en este caso que T tiene distribucién exponencial.

Como ejemplo numérico de esta situacion supongamos que el tiempo de vida T medido en horas de
una cierta marca de focos tiene una distribucién exponencial con pardametro A = 0.001.

a) Calcule la probabilidad de que un foco de esta marca dure 2000 h.

b) Calcule la probabilidad de que dure 2000 h. dado que ha durado 1000 h.

a) P(T > 2000) = ¢~ 0:001x2000 — ¢=2 ~ (),13533.

b) P

-2
(T > 2000|T > 1000) = ZUEZZHOTESI00) — DO = <7 = ¢! ~ 0.367879.

<

. Consideremos las familias que tienen dos ninos y supongamos que varones y hembras son igualmente

probables. Si escogemos al azar una familia y en ella hay un hijo varén, jcudl es la probabilidad de que
el otro hijo sea también varén?
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» En este problema el espacio muestral es
Q= {(U’ U); (U’ h); (ha U)§ (h7 h)}

donde v es varén, h es hembra y el orden del par es el orden de los nacimientos. Cada uno de los puntos
tiene probabilidad 1/4.

Al considerar este problema uno podria llegar a la conclusion de que, como ambos sexos son igualmente
probables, la probabilidad que buscamos es 1/2. Veremos, sin embargo, que esto no es cierto. Sea

. Yo/
A : “uno de los hijos es varén

B : “ambos hijos son varones”
entonces B C Ay AN B = B. Por lo tanto

P(B) 1/4 1
POBIA) = B =371 3

que es la respuesta correcta al problema. <

6. Veamos un problema parecido al anterior. Consideremos de nuevo las familias que tienen dos hijos. Si
escogemos un nino al azar entre estas familias y resulta ser vardn, jcudl es la probabilidad de que el
otro nino en la familia también sea varén?

» En este ejercicio, una representacion apropiada del espacio muestral es la siguiente:
/
Q = {h’ua hh7 'U}“ Uv}

donde los puntos del espacio muestral no son ahora las familias sino los hijos en las familias y h,, :
“hembra que tiene un hermano”, hj : “hembra que tiene una hermana”, vy : “varén que tiene una
hermana” y v, : “varén que tiene un hermano”. Sea

’ . . -/
A" : “ el nino escogido es varén

.~ . . 17
B’ : “ el nifio escogido tiene un hermano

entonces
A'NB ={v,}

y por lo tanto
PANB) 1/4 1
PBNA)= —— = =,
(B4) P(A") 1/2 2
<

7. El Problema de Seleccion Optima. Vamos a considerar la siguiente situaciéon: tenemos n objetos
del mismo tipo (por ejemplo, televisores, teléfonos celulares, etc.) y suponemos que si nos dan cualquier
par de objetos, siempre podemos decidir cual es mejor, sin que hayan empates. Queremos seleccionar
el mejor de ellos con las siguientes restricciones: nos ofrecen los objetos uno a uno al azar y en cada
caso debemos decidir si lo aceptamos o no. Si lo aceptamos tenemos que quedarnos con ese objetos.
Si no lo aceptamos se nos muestra el siguiente, pero los objetos rechazados no pueden ser escogidos
posteriormente.

Adoptamos la siguiente regla general: ‘nunca escogemos un objeto que sea de calidad inferior a los que
hemos rechazado previamente’. Entonces podemos escoger el primer objeto y detener la btisqueda, o
rechazamos el primer objeto y examinamos los posteriores con la esperanza de obtener alguno mejor a
lo largo de la sucesién. Por supuesto, es posible que con esta estrategia nunca seleccionemos el mejor
objeto, o que lo rechacemos inicialmente y nunca podamos hacer una seleccién. Por otro lado, si el
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numero de objetos es grande, es razonable rechazar el primero con la esperanza de encontrar uno mejor
posteriormente.

Supongamos que, siguiendo la regla descrita anteriormente, seleccionamos el i-ésimo objeto, de modo
que este objeto debe ser mejor que todos los anteriores. ;Cudl es la probabilidad de que el objeto que
escogemos sea realmente el mejor de todos?

» Sea B el evento que el i-ésimo objeto sea el mejor de los observados hasta ese momento y sea A el
evento que ocurre si el i-ésimo objeto es el mejor de los n objetos. Queremos calcular P(A|B), para lo
cual necesitamos P(B) y P(AN B). Tenemos que A C B, de modo que ANB = Ay P(ANB) = P(A).
Por hipdtesis los objetos se presentan al azar, de modo que todos los posibles 6rdenes tienen la misma
probabilidad. Por lo tanto P(B) es la probabilidad de que un objeto dado, el mejor de todos, ocupe el
lugar i. Como hay ! permutaciones de ¢ objetos y hay (i — 1)! permutaciones si fijamos el lugar de un
objeto, la probabilidad es

De manera similar P(A) es la probabilidad de que en una permutacién hecha al azar de n objetos
distinguibles, un objeto dado, el mejor, ocupe el i-ésimo lugar, de modo que
(m—-1)! 1

P(4) = = =

3|

Por lo tanto la probabilidad condicional es

_P(AnB) _P(A) i
PAIB) = =55 = BB) ~ m

3.2. Resultados Basicos sobre Probabilidad Condicional.

Estudiaremos en esta seccion algunas propiedades sencillas pero fundamentales de la probabilidad condi-
cional.

Proposicion 3.1 Para cualquier coleccion finita de eventos Ay, ..., A, se tiene
P(A1NAyn---NA,) =P(A)P(A2|A1) - P(Au|A1NA2 NN A1)
siempre que P(AyNAsN---NA,_1)>0.
Demostracién. Como
P(A)) > P(AiNAy)>--->PAiNAN---NA,_1)>0

todas las probabilidades condicionales que aparecen estan bien definidas. Si escribimos explicitamente el
segundo miembro de la igualdad obtenemos

P(A;NA) P(A N AsNAs)  P(AN--NA4,)

Pid) P(Ay) P(A NAy) PAIN-NA,)

y simplificando se obtiene el primer miembro de la igualdad. |

Como ejemplo consideremos el siguiente problema.

1. Se extraen sin reposicién tres cartas de un juego completo de barajas. Calcule la probabilidad de que
ninguna sea trébol.
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» Sea A;: “la i-ésima carta no es trébol”. Queremos calcular

39 38 37
P(Al NAN Ag) = P(Al)P(Ag‘Al)P(A3|A1 N Ag) = 5357% =0.4135
<

Una de las propiedades més utiles de la probabilidad condicional es la Ley de la Probabilidad Total, que
demostramos a continuacion.

Proposicién 3.2 (Ley de la Probabilidad Total) Sea By, Ba, ... una familia finita o numerable de con-
juntos disjuntos dos a dos cuya union es ). Entonces, para cualquier evento A,

P(A) = ZP(Bi)P(A\Bi)

donde la suma se toma sobre todos los indices i para los cuales P(B;) > 0.
Demostracion.
P(A)=P(ANQ)=PAN(Y;By))
=P(Ui(ANB;)) =Y P(ANB)
i

=Y " P(B;)P(A|B)).

%

Veamos ahora algunos ejemplos.

2 En una bolsa se colocan n tarjetas con nombres escritos en ellas y se extraen dos, sucesivamente y sin
reposicion. Si m < n de los nombres son de mujer, calcule la probabilidad de que el segundo nombre
extraido sea de mujer.

» Sea A el evento cuya probabilidad deseamos calcular y F: “el primer nombre extraido es femenino”.
Los eventos F' y F° son disjuntos y forman una particién del espacio muestral. En consecuencia

P(A) = P(A|F)P(F) + P(A|F)P(F°)

y
P =25 PP =" PAIR) = T PR =
Por lo tanto
_(m-=1)m m  (n—m)
P(A)_(n—l)n+(n—1) n

<

3 Cada vez que el repartidor de una pizzeria regresa a buscar los pedidos para repartir, se encuentra
que pueden haber entre 1 y 5 encargos esperando, y cada una de estas posibilidades tiene la misma
probabilidad. Si, en promedio, la mitad de los clientes le da propina, calcule la probabilidad de que
obtenga al menos dos propinas en un viaje.
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» Sea A: “obtiene al menos dos propinas en el viaje” y sean B; para ¢ = 1,...,5 los eventos “hay i

encargos por repartir al iniciar el viaje”, respectivamente. Estos conjuntos B; forman una particiéon del

espacio muestral y por lo tanto
5

P(A) = P(A|Bi)P(By).
i=1
Sabemos que P(B;) = 1/5 y ademds, si comienza con i encargos, el nimero de propinas tiene distribu-
cién binomial con pardmetros n = iy p = 1/2 (ver ejemplo 2.4.4). Las probabilidades condicionales
son:

P(AIBy) =0, P@4Bn:=(;)i

P(A|B3) = P(2 éxitos en 3 intentos) + P(3 éxitos en 3 intentos)

2
3\ 1 3\ 1 1
2)23+(3>2:2’
4

3
)+ (o) ()
ran=[)+ )+ ()+ Q]
y finalmente obtenemos P(A) = 3. <

La Ruina del Jugador. Un jugador con capital inicial k£ juega en un casino una sucesién de juegos
hasta lograr un capital m o hasta que se arruine. Si la probabilidad de ganar en cada juego es p ;Cuédl
es la probabilidad de que se arruine?

La probabilidad de ruina depende de k y de m. Supongamos que m esta fijo y sea uy la probabilidad
de ruina del jugador si al comienzo tiene un capital de k unidades. Si el jugador gana en el primer
juego, la probabilidad de que se arruine es ahora uy1, mientras que si pierde, la probabilidad de ruina
€S Up—1-

Sea (G el evento “el jugador gana el primer juego”, mientras que R es el evento “el jugador se arruina”.
Entonces
P(R|G1) = Uk+1, P(R|G§) = Uk—1-

Por lo tanto,

P(R) = P(R|G1)P(G1) + P(R|G)P(GY)
= pP(R|G1) + ¢P(R|GY),

es decir
Ug = PUg41 + qUE_1, 1<k<m-1,
con las condiciones iniciales
ug =1, Uy, = 0.
Para resolver esta ecuacion introducimos las diferencias dx = ux — ux_1 para k = 1,2,...,m. Como

p+ q =1 tenemos
up = (p+ q)ur = puks1 + qui—1
de donde obtenemos
p(uk+1 — uk) = q(ug — ug—1)
es decir
POk+1 = q0k =  Op41 = %%
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by

Figura 3.2

Iterando esta relacién obtenemos que
q\k—1
Ok41 = (5) 01

Para regresar a las ug observamos que 01 = u1 —ug =u; — 1y 61 + 92+ - -+ = ux — 1. Por lo tanto,

up =1+401 + 0o+ -+
q q
=140+ (=)o +---+ (=
Dt

—1+ [1+(%)+~-~+(%)’“’1}&

Falta determinar §;. Como u,, = 0,

Ozum:1+[1+(%)+~~+(%)m’1}61

y obtenemos
-1

de modo que

k—1
@
L)+ ()"
{ _%:m;k sip=q=1/2
— k k_ m .
.

<

5 Un caminante sale del punto o y escoge uno de los caminos oby, oba, 0bs, oby al azar (ver figura 3.2). En
cada uno de los cruces siguientes de nuevo escoge al azar. jcudl es la probabilidad de que el caminante

llegue al punto a?
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» Sea By, k=1,2,3,4, el evento “el caminante pasa por el punto b;”, estos eventos forman una particion

de © y ademds son equiprobables. Por lo tanto P(By) = 1/4, k=1,2,3,4.
Si el caminante llega a by, hay cuatro caminos que puede escoger y sélo uno de ellos lo lleva a a, de

donde la probabilidad condicional de llegar a a pasando por by es 1/4. Si A es el evento “el caminante
llega a a”, tenemos

1

De manera similar obtenemos
1 2
P(A|By) = §; P(A|B3) =1; P(A|Bs) = 5
Por lo tanto, la probabilidad de llegar a a es

. 1/1 1 2\ 119
P(A) = ;P(A|Bi)P(Bi) =7 <4 +3Hl+ 5) = 310
|
;,Cudl es la probabilidad de obtener 6 ntimeros distintos al lanzar 6 dados simétricos?
Consideremos los siguientes eventos:
FE: “se obtiene cualquier resultado en el primer lanzamiento”.
Fs: “el segundo dado es distinto al primero”.
FE3: “el tercer dado es distinto a los dos primeros”.
y asi sucesivamente. Entonces tenemos:
P(Ey) =1
P(B>|Eq1) =5/6
P(Es|E1NE3) =4/6
P(Es|EyNEsN---NEs)=1/6
y usando la proposicién 3.1
P(ElﬂEgﬂ-nﬂEG):lx%x%x%x%xé:%.
<

Se extraen dos cartas al azar de un juego de barajas. Calcule la probabilidad de que las cartas sean un
As y un diez.

Consideremos los siguientes eventos:

Aj : “la primera carta es un As” Bj : “la primera carta es un diez”
As : “la segunda carta es un As” Bs : “la segunda carta es un diez”

C : “se extraen un As y un diez”.
Tenemos

P(C) = P(Ba|A1)P (A1) + P(A2| B1)P(B1)
4 4 4 4

51 52 751 52
8

663"
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3.3. El Teorema de Bayes

El otro resultado fundamental sobre probabilidad condicional se conoce como el Teorema de Bayes y es
util en situaciones en las cuales se conocen probabilidades de la forma P(A|B;) y P(B;) y se desea determinar
P(B;|A).

Proposicién 3.3 (Teorema de Bayes) Sea By, Bs,... una particion finita o numerable de Q y sea A un
evento cualquiera con P(A) > 0. Entonces

 P(A|B)P(B))
PUBAA) = S p(alB,)P(B;)

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional tenemos:

i (AN By
P(B;|A) = “PA) (3.2)
y
P(ANB;) = P(A|B;)P(B;). (3.3)
Por la proposicion 3.2 tenemos
P(4) = 3 P(AIB))P(B)). (3.4)
J
Usando (3.3) y (3.4) en (3.2) obtenemos el resultado. [ |

Ejemplos.

1. De cien pacientes en un hospital con una cierta enfermedad se escogen diez para usar un tratamiento
que aumenta la probabilidad de sanar de 0.50 a 0.75. Si posteriormente un doctor encuentra a un
paciente curado, jcudl es la probabilidad de que haya recibido el tratamiento?

» Sean
C: “el paciente estd curado”.

T: “el paciente recibi6 el tratamiento”.

A partir de la informacién dada obtenemos,

P(T) = % =0.1; P(T°) = % =0.9;
P(C|T) = 0.75; P(C|T¢) = 0.50.
Usando el Teorema de Bayes
_ PCIT)P(T)
P(TIC) = P(C|T)P(T) + P(C|T¢)P(T*)
(0.75)(0.1) 1
~(0.75)(0.1) + (0.5)(0.9) ~ 7

<

2. Tres cajas contienen dos monedas cada una. En la primera, C7, ambas son de oro; en la segunda, Cy,
ambas son de plata y en la tercera, Cs, una es de oro y otra es de plata. Se escoge una caja al azar y
luego una moneda también al azar. Si la moneda es de oro, jcudl es la probabilidad de que venga de
la caja que contiene dos monedas de oro?
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» Sabemos que P(C;) = 1/3. Sea O: “se escoge una moneda de oro”. Usando el Teorema de Bayes,

P(0[C1)P(Cy)
(O[C1)P(Ch) + P(O[C2) P(C2) + P(O[C3) P(Cs)
kg
Ix34+0x3+3 X3

P(Cl|O) = P

2
3

Si uno considera el problema sin mucho cuidado podria razonar de la siguiente manera: luego de sacar
una moneda de oro sélo hay dos cajas de las cuales pudo provenir, y como estamos escogiendo las cajas
al azar, la probabilidad de que venga de Cy es 1/2. El problema con este razonamiento es que es més
probable sacar una moneda de oro de Cy que de Cjs, y el argumento no toma esto en cuenta. <

. Tres enfermedades distintas y excluyentes A, B y C producen el mismo conjunto de sintomas H. Un

estudio clinico muestra que las probabilidades de contraer las enfermedades son 0.01; 0.005 y 0.02
respectivamente. Ademas, la probabilidad de que el paciente desarrolle los sintomas H para cada
enfermedad son 0.90; 0.95 y 0.75, respectivamente. Si una persona enferma tiene los sintomas H, ;jcuél
es la probabilidad de que tenga la enfermedad A?

Sabemos lo siguiente:

P(A) =001, P(B)=0.005  P(C)=0.02
P(H|A) =09, P(H|B)=095 P(H|C)=0.75

Usando el Teorema de Bayes tenemos

B P(H|A)P(A)
P(A|H) = P(H|A)P(A)+ P(H|B)P(B) + P(H|C)P(C)
0.9 x 0.01 9

= 0.313.

0.9 x 0.01 + 0.95 x 0.005 + 0.75 x 0.02 _ 28.75
<

. Un estudiante responde una pregunta de un examen de multiple seleccién que tiene cuatro respuestas

posibles. Suponga que la probabilidad de que el estudiante conozca la respuesta a la pregunta es 0.8 y
la probabilidad de que adivine es 0.2. Si el estudiante adivina, la probabilidad de que acierte es 0.25.
Si el estudiante responde acertadamente la pregunta, jcudl es la probabilidad de que el estudiante
realmente supiera la respuesta?

Definamos los siguientes eventos:

C: “el estudiante conoce la respuesta’.

A: “el estudiante responde acertadamente”.

Queremos calcular P(C|A) y sabemos que
P(C) =0.8; P(A|C¢) = 0.25; P(A|C) =1.
Usando el Teorema de Bayes

P(A|C)P(C)
(A|C)P(C) + P(A|C)P(C?)
B 0.8 ~ 08
~0.8+(0.25)(0.2)  0.85

P(Cl4) = 5

= 0.941.
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3.4. Eventos Independientes

En los ejemplos que hemos considerado en relacién al concepto de probabilidad condicional, hemos visto
que en ciertos casos, cuando la ocurrencia del evento A no aporta informacién respecto a la ocurrencia o no
del evento B, se tiene

P(B|A) = P(B).
En este caso decimos que B es independiente de A. Ahora bien, como

P(BNA)

P(BIA) = =5

podemos expresar la relacién anterior en la forma siguiente, que es simétrica en ambos sucesos:
P(AN B) = P(A)P(B). (3.5)

Observamos ademds que (3.5) es vélida ain cuando A o B sean sucesos de probabilidad nula. Usaremos esta
relaciéon como definicién.

Definicién 3.2 Dos eventos A y B son independientes si vale (3.5).

Es facil verificar que Q y () son independientes de cualquier evento.
Proposicién 3.4 Si A y B son independientes, también lo son: a) A y B¢, b) A® y B€.
Demostracién. Veamos b), la demostracién de a) es similar.

P(A°NB) = P((AUB)¢) = 1 — P(AU B)

—1- P(A)— P(B)+ P(ANB)
—1- P(A) — P(B) + P(A)P(B)
=[1 - P(A)][L - P(B)]

= P(A°)P(B).

]
Ejemplo

1. Un lote de diez objetos contiene cuatro defectuosos y seis en buen estado. Se extraen dos objetos
sucesivamente y sin reposicién. Sean los eventos Dy: “el primer objeto es defectuoso” y Da: “el segundo
objeto es defectuoso”. {Son independientes estos eventos? ;Qué sucede si los objetos se extraen con
reposicion?

» En el primer caso podemos calcular P(Ds) de la siguiente manera:
P(Dsy) = P(D2|D1)P(Dy) + P(D2|DY)P(DY)

84 46 36 2
910 910 90 5
Por otro lado,
3 2
P(D2|D1):§¢51P(D2)

de modo que Dy y D5 no son independientes.

En cambio, si los objetos se extraen con reposicién tenemos P(D;) = P(Ds2) = 4/10, mientras que
P(D1 N Dy) = (4/10)? y los eventos son independientes. <

La definicién de independencia se puede generalizar a una familia cualquiera de eventos:



76 CAPITULO 3. PROBABILIDAD CONDICIONAL E INDEPENDENCIA

Definicién 3.3 Sea C = {A;,i € I} una familia de eventos. Diremos que los eventos A4; son independientes

si para cualquier coleccién finita de eventos 4;,, Ai,, ..., A4;, de C, se cumple:

P(A;)). (3.6)

En este caso decimos también que C es una familia de eventos independientes.

Observemos que en la definicién sélo intervienen colecciones finitas de eventos de C, pero intervienen todas
las colecciones finitas. Por ejemplo, si la familia consta de tres eventos, no es suficiente verificar (3.6) para
las parejas de eventos. En efecto, sea el experimento de lanzar dos dados y C = {A;, A3, A3} con

A; : “se obtiene un 6 en el primer dado”.
A, : “se obtiene un 1 en el segundo dado”.

As : “la suma de los dos dados es 7”.

Claramente,
P(A1) = P(42) = P(45) = £
y
P(AL N As) = P(A1 N Ag) = P(As N Ag) = é x %
Pero ) L1 1
P(A1N A3 N Ag) = oo # 2 x = X =,

de modo que los tres eventos no son independientes.

Ejemplos.

2 Si A y B son eventos independientes y la probabilidad de que ambos ocurran es 0.16, mientras que la
probabilidad de que ninguno ocurra es 0.36, calcule P(A) y P(B).

» Sabemos que P(AN B) = P(A)P(B) =0.16 y P((AU B)¢) = 0.36, de donde obtenemos

P(AUB) = 0.64
— P(A)+ P(B) — P(AN B)
= P(A) + P(B) — 0.16.

Por lo tanto tenemos el siguiente par de ecuaciones

P(A) + P(B) =038
P(A)P(B) =0.16

de donde se obtiene que P(A) = P(B) = 0.4.

3 ;Cuadl es la probabilidad de obtener tres 6 al lanzar ocho dados?

» El problema es equivalente a calcular la probabilidad de obtener tres 6 al lanzar ocho veces el mismo
dado. Sea F; el evento “obtenemos un 6 en el i-ésimo lanzamiento”. Calculemos primero la probabilidad
de que los primeros tres sean 6 y el resto no, es decir,

P(Ey N EyN EsN ES N ES N ES N ES N EY)
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y por independencia esto es
1IN? /5\°
ONOR

Es facil ver que esta es la probabilidad de cualquier conjunto de ocho lanzamientos de un dado en
el cual haya exactamente tres 6. Como hay (g) conjuntos de este tipo, tenemos que la probabilidad

OO

4 Una muestra de tamano 4 se extrae con reposiciéon de una bolsa que contiene 6 bolas, de las cuales
4 son blancas. Sea A el evento “la primera bola es blanca” y B: “la tercera bola es blanca”. jSon
independientes estos eventos? ;Qué sucede si el muestreo se hace sin reposicién?

<

» En el primer caso (muestreo con reposicién) tenemos

PU) =g PB =5 v PAnE) = (5)

de modo que los eventos son independientes.

En el segundo caso, de nuevo P(A) = 4/6 y para calcular P(B) podemos proceder como en el ejemplo
3.2.2 obteniendo P(B) = 4/6. Para calcular P(A N B) consideremos el evento C definido por “la
segunda bola es blanca”. Entonces

P(AnB)=P(ANnBNC)+ P(ANBNCY)
= P(A)P(C|A)P(B|ANC)+ P(A)P(C°|A)P(BIANC°)
432 4232
654 654 5
y en este caso los eventos no son independientes. <
5 Demuestre: si P(B|A) = P(B|A°) entonces A y B son independientes.

» La relacién se puede escribir
P(BNnA) P(BnNA°

P(4) P49

Multiplicando por P(A€) ambos lados obtenemos

(1— P(A)P(BN A)

_P(BNnA)
— W - P(B OA),
de donde ( )
P(BN cy
—pray — P(BNA)+P(BNAY) = P(B)
es decir

P(AN B) = P(A)P(B).
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6 El primer hijo que tiene una mujer es un nino hemofilico. La mujer, en cuya historia familiar no aparecen

casos de hemofilia, tiene dudas sobre tener un segundo hijo, pero piensa que su hijo no heredé la
hemofilia de ella y que su enfermedad es debida a una mutacién. Por lo tanto, la probabilidad de que
un segundo hijo tenga hemofilia es la de que nuevamente la enfermedad venga de una mutacion, y esto
es un nimero pequeiio, m (digamos m = 107%). Calcule cudl es en realidad la probabilidad de que el
segundo hijo tenga hemofilia si el primero nacié hemofilico.

Definamos los siguientes eventos:

A1 : “la madre es portadora de la enfermedad”.
A, : “el primer hijo es hemofilico” .

As : “el segundo hijo es hemofilico”.

Un varén normal tiene un par de cromosomas XY y tiene hemofilia si y sélo si, en lugar del cromosoma
X tiene un cromosoma X', que lleva un gen que produce la enfermedad. Sea m la probabilidad de que
un cromosoma X mute en un cromosoma X'.

La madre tiene dos cromosomas X y el evento A; ocurre s6lo si al menos uno de estos dos cromosomas
X es mutante, lo cual ocurre con probabilidad

P(A)=1—-(1-m)*=2m—m? ~2m

donde hemos supuesto que las mutaciones ocurren en forma independiente, y hemos desechado el
término m? por ser mucho menor que 2m.

Si la madre es portadora de la enfermedad y uno de sus cromosomas es X', su hijo tendrd probabilidad
1/2 de heredar el cromosoma X, es decir

1
P(A2|Ar) = P(AS|A1) = 5

Si en cambio la madre no lleva la enfermedad, su hijo serd hemofilico si su cromosoma X sufre una
mutacion:

P(As|AS) = m.

Ademis, por independencia, tenemos que

P(A3|A1 N AQ)

P(Ag‘Al N AQ) = P(A3‘A1 N Ag)

1
= P(Af A, N1 45) = ¢,
P(A3|Af N Ag) = P(As|Af N AS) = m.
Queremos calcular
P(A3N A3)

P(A3|A2> = P(AQ)

pero
P(As N Ay) = P(A; N A N A3) + P(AS 1 A 1 As)
= P(A1)P(A2]|A1)P(A3|Ay N Ay) + P(AT)P(A3| A7) P(A3|Aa N AT)

=2m (;)2 + (1 — 2m)m?
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y ademas
P(Az) = P(A2|A1)P(A1) + P(As|AT)P(AT)
= %Qm +m(1l —2m)
~ 2m.

Por lo tanto /2 )
m

P(A3]|As) ~ —/— = —.

(Asldz) ~ 5 0= = 7

<

7 Muestreo con Reposicién. Analicemos de nuevo, desde el punto de vista de la independencia, el muestreo
con reposicién de una poblacién con dos tipos de individuos A y B en proporciones p y 1 — p respecti-
vamente. Deseamos calcular la probabilidad de extraer r del tipo A cuando tomamos una muestra de
tamario n, (r < n) extrayendo uno a la vez.

» Supongamos que la extraccién dié como resultado que los primeros r fueron del tipo A y los n — r
restantes del tipo B. ;Cémo podemos calcular la probabilidad de que esto ocurra? Para ello, llamemos
A; al evento “en la i-ésima extraccién obtuvimos un individuo de tipo A”. En virtud de la indepen-

dencia,
P(A;NAyn---NANAL NN AS) =[] P(A) [T P4As)
i=1 i=r+1
— p’l‘(l _ p)TL—T‘

Si observamos ahora que cualquiera sea el orden en que extraigamos los r individuos de tipo A y los
n — r de tipo B, la probabilidad es la misma, tendremos que la probabilidad buscada es

Cvﬂﬂmnﬁ 0<r<n,
,

es decir, la distribucién binomial que habiamos encontrado anteriormente. <

8 Consideremos de nuevo la poblacién del ejemplo anterior y calculemos la probabilidad de obtener por
primera vez un individuo de tipo A en la n-ésima extraccion.

> Sea A; el evento “en la i-ésima extraccion se obtiene un individuo de tipo A” y sea C = {A;,i > 1}. C es
una familia de eventos independientes. También son familias de eventos independientes las obtenidas
a partir de C al sustituir cualesquiera conjuntos A; por sus complementos (ver la proposicién 3.4).
Entonces

pn = P( el primero de tipo A es el n-esimo)
=P(ATN---NA;_ NA,) =(1-p)" ',

que es la distribucién geométrica que vimos en el capitulo anterior.

Las probabilidades p,, que hemos calculado determinan la distribucién de un “tiempo de vida” discreto,
es decir, del nimero de repeticiones de un experimento hasta que ocurra un evento determinado. Es
de interés observar que las probabilidades p, pueden ser utilizadas como aproximacion discreta de
la situacién que hemos estudiado anteriormente en relacién a la distribucién del tiempo de vida de
aparatos que “no envejecen” (ver ejemplo 3.1.4).

Sea T el tiempo de vida de un aparato de esa clase. Para calcular P(T > t) dividimos el intervalo [0, ¢]
en n intervalos iguales I, I,...,I, (ver figura 3.3).
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Il IQ tet Irz,—l [n

|
]
0 % Zt . (n;Q)t (n;l)t ¢

Figura 3.3

Si Ap: “el aparato no se dana en el intervalo I,”, es claro que
n
{T > t} = m Ap.
k=1

Ahora bien, la hipétesis de “no envejecimiento” se traduce en el hecho de que los eventos Ay, ..., A,
son independientes, es decir que el hecho de que no ocurran desperfectos en los intervalos Iy, ..., I no
suministra informacién sobre la probabilidad de danos en el intervalo Iy, 1.

Si suponemos que cuando la longitud h de un intervalo es pequena, la probabilidad es aproximadamente
proporcional a h, o més precisamente, que

P(se dana en [0, h]) = Ah + o(h)

donde A es la constante de proporcionalidad y o(h) es una funcién de h que satisface OTh) — 0 (h—0),
resulta que

P(T > 1) = P(Nj_, Ay) = [ ] P(Ax)

y volvemos a encontrar la distribucién exponencial. <

Al probar independientemente dos aparatos electrénicos iguales hasta su inutilizacion, se obtuvieron
los siguientes valores para la duracién de vida: 21 horas y 30.2 horas. Suponiendo que el aparato no
sufre envejecimiento, esto es, deterioro progresivo, tenemos dos observaciones correspondientes a la
distribucién

P(T>z)=e " para cierto \.

;,Cémo obtener un valor razonable de A, esto es, una estimacién de \?

Naturalmente, el valor “razonable” de A depende de qué consideremos “razonable”, o sea, del criterio
de estimacion que se adopte. Como ya hemos visto el criterio de maxima verosimilitud, trataremos de
utilizarlo.

En una primera etapa simplificaremos el problema. Supongamos que sé6lo observamos el primer aparato
hasta su destruccién, es decir, 21 horas. Ademas, consideremos que en realidad no medimos exactamente
las 21 horas, sino que sélo observamos que el aparato quedé inttil entre las 21 y 214-h horas de vida

(h > 0). Tenemos
21+h

P21 <T <21 +h) = / Xe~Mdt.
21

De acuerdo al criterio adoptado, debemos maximizar esta probabilidad. Como h esta fijo, esto es
equivalente a maximizar lo siguiente:

1 21+h
—P21<T<21+h)= f/ e Mt
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pero si h es pequeno, esto es aproximadamente igual a
)\6721)\

debido al Teorema del Valor Medio del Calculo Integral. Por lo tanto, el problema se reduce a maximizar
la funcién Ae~* en el punto ¢t = 21. Obtenemos

f= L
21

Después de estas consideraciones resulta facil considerar el caso original. Usando la independencia,
debemos maximizar el producto

1 1
7 P21 <T <21+h) Z P(30.2 < T < 30.2+ k) = Ae 21X N\ 3022

si h y k son pequenos. Se obtiene

“ 2
A= ———.
21430.2
Resulta sencillo ahora generalizar la aplicacion anterior al caso de n observaciones independientes
t1,ta,...,t,. Queremos obtener el valor de A (si es Gnico) que maximice

L) =[] re M = Ane A 2izts

i=1

como

L'\ = (;‘ - Zt) L(\)
=1

resulta que un valor posible para el méximo en el intervalo (0,00) es

« n
A== =
Zi:l ti
donde 7 es el promedio de las n observaciones. Por otra parte, la funcién L(\) es positiva para A € (0, 00),
pero L(A) — 0 cuando A — 07 y L(\) — 0 cuando A — oo, de modo que si consideramos un intervalo
cerrado [a, A] con a > 0 suficientemente pequeno y A suficientemente grande, L(\) tiene necesariamente
un maximo en este intervalo y lo alcanza en \ ya que

n
. n
L) = =— e "
( ) <Z?_1 ti)
es estrictamente positivo y finito a menos que t; = t3 = --- = ¢, = 0 y esto sélo puede suceder con
probabilidad 0. <

||

Decimos que A atrae a B si P(B|A) > P(B)y Arepele a B si P(B|A) < P(B). (a) Demuestre que si B
atrae a A entonces A atrae a By B repele a A. (b) Un documento que buscamos estd en alguno de los
n folders de un cajén y B; respresenta el evento de que esté en el j-ésimo folder, donde P(B;) = b; > 0.
Por otro lado F}; representa el evento de que en una bisqueda répida en el folder j no encontremos el
documento, y P(F;|B;) = a; < 1. Demuestre que B; y F; son mutuamente repelentes, pero que F)
atrae a B; para i # j.

a) Como B atrae a A, usando la definicién tenemos que P(AN B) > P(A)P(B). Dividiendo ahora por
P(A) obtenemos P(B|A) > P(B). Por otro lado

P(A|B°)P(B) = P(A) — P(A|B)P(B) < P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B"),
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y al dividir por P(B¢) > 0 obtenemos que B€ repele a A.
b) Por el teorema de Bayes,
P(F;|B;)P(B;) a;b;
PR = S~ pRiBIP(B) ~ 1=b, + ajh;
i il i — 05 T a;05
ya que, para i # j, P(F;|B;) = 1. Por lo tanto
bi(1—0b;)(1—ay)
P(B;) — P(B|F;) = 2 E 2 >0
(B)) = P(B ) = P > 0,
de modo que Fj repele a B;. Ademds, para i # j
b; bib;j(1 —a;)
P(B;|F;)—P(Bj)= —+—"—+ —b; = —2— V7 5,
( | ]) ( ) l—bj+ajbj l—bj+ajbj
<
11 El1 Problema de los Puntos Dos jugadores que llamaremos A y B juegan una serie de juegos
independientes y en cada uno ambos tienen igual probabilidad de ganar. Ambos apuestan una cierta
cantidad C' y el acuerdo es que el primero en ganar n juegos gana la apuesta. Sin embargo, la serie
de juegos se interrumpe antes de que alguno de los jugadores haya ganado n juegos. La pregunta es
;,cémo debe repartirse el dinero de la apuesta?
» Este problema, conocido como el problema de los puntos, tiene una larga historia, fue considerado por

Pascal y Fermat en su correspondencia y resuelto por ambos. La idea de Pascal es que el monto de la
apuesta debe repartirse en proporcién a la probabilidad que cada jugador tiene de ganar si la serie de
juegos continuara.

Veamos un caso extremo para comenzar. Supongamos que n = 5 y la serie de juegos se detiene cuando
A ha ganado 4 juegos y B no ha ganado ninguno. En esta situacién la tnica manera en que B puede
ganar es si gana 5 partidas seguidas. Como los juegos son independientes y la probabilidad de ganar en
cada juego es 1/2, la probabilidad de que B gane es (1/2)° = 1/32. Por lo tanto, de acuerdo a Pascal
B deberfa recibir 1/32 del total de la apuesta y A deberia recibir el resto.

Veamos otro caso particular. Supongamos que A necesita un juego para ganar mientras que B necesita
3. Para decidir quién gana A y B deben jugar a lo sumo tres juegos mas. Veamos cudles son los
resultados posibles de tres juegos:

AAA AAB ABB BBB
ABA BAB
BAA BBA

En siete de ellos, los que estan subrayados, A gana al menos un juego antes de que B gane tres. Como
todas las series de tres juegos tienen la misma probabilidad 1/8, A gana con probabilidad 7/8 y A debe
llevarse 7/8 partes de la apuesta.

Se puede argumentar que si A gana la primera partida, la serie termina alli pues ya se sabe que A es
el ganador, de modo que en realidad sélo tendriamos las siguientes posibilidades:

A BA BBA  BBB

Sin embargo, estos eventos no son igualmente probables: las probabilidades respectivas son 1/2, 1/4,
1/8 y 1/8. Como en los tres primeros casos A gana la serie, la probabilidad de que esto ocurra es

1 1 7
4=

-
27478 8
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que es el resultado que obtuvimos anteriormente. La ventaja del primer enfoque es que facilita el
célculo pues como los eventos son equiprobables, s6lo hay que contar en cuantos casos gana A. Este es
el enfoque que vamos a tomar para resolver el caso general, que formulamos a continuacién.

Si A ha ganado n — a juegos y B ha ganado n — b, el problema se puede se puede plantear de manera
equivalente como sigue: ;Cudl es la probabilidad de que A gane a juegos antes de que B gane b juegos?

Llamemos u(a,b) la probabilidad que queremos calcular. Para que el evento que nos interesa ocurra,
Ay B deben jugar a lo sumo a+ b — 1 juegos. Por lo tanto la probabilidad de que A gane la serie es la
probabilidad de que A gane al menos a juegos en una serie de a4+ b— 1. La probabilidad de que A gane
exactamente k juegos en esta serie tiene una distribucién binomial con a+b—1 ensayos y probabilidad

de éxito en cada ensayo 1/2, esto es
a+b—1 (1)a+b—1
k 2

Como u(a,b) es la probabilidad de que A gane al menos a juegos en una serie de a + b — 1 tenemos

wan =3 (U@ ()

k=a
<

Cadenas de Markov. En un proceso de fabricacién se sabe que una méaquina produce siempre la
misma cantidad C' de articulos, que se dividen en dos categorias, A y B. La méquina puede operar
en dos estados, F, y Es, y las probabilidades respectivas de producir un articulo de tipo A son py y
p2, donde ps > p;. Las condiciones del proceso determinan que la maquina debe operar en un mismo
estado toda una jornada.

Si la maquina trabaja un dia en el estado F;, ¢ = 1,2, al dia siguiente hay que determinar si va a
operar en el mismo estado o en el otro. El problema que vamos a enfocar es el de regular el proceso.
Tomamos las decisiones del siguiente modo:

= Si la maquina opera un dia en el estado Fp, observamos la cantidad de articulos del tipo A
producidos. Sea r esta cantidad. Si r < s, donde s es un nimero fijo, al dia siguiente se utilizara la
maquina en el estado Fs. Si en cambio r > s, se la mantiene en el estado F; al dia siguiente. Es
decir, si el nimero de articulos de categoria A es muy pequeno, cambiamos al estado Fs, donde
tenemos mayor probabilidad (ps > p;1) de producir articulos de categoria A. Pero si el ntiimero de
articulos de categoria A es grande, decidimos que la maquina opere en el mismo estado Fj.

= Andlogamente, si una jornada la méquina fue utilizada en el estado E5, para decidir el estado en
el cual trabajard al dia siguiente, observamos el numero r de articulos de tipo A producidos. Si
r < t, donde t ha sido fijado previamente, al dia siguiente se mantiene en el estado Fs, en el cual
tenemos mayor probabilidad de producir articulos de categoria A. Si en cambio r > ¢, cambiamos
al estado E;.

Este esquema de decisiones nos dice que si estamos en el estado E1, al dia siguiente nos mantenemos en
este estado o lo cambiamos al estado E5, segin ciertas probabilidades a y 1 —a, que podemos calcular a
partir de la distribucién binomial, conocidos C, p; y s. De manera similar, si estamos en el estado Fa,
lo mantenemos o no en la jornada siguiente segun ciertas probabilidades b y 1 — b, calculadas también
con la distribucién binomial conocidos C, ps y t.

Llamando E}', 1 =1,2; n=1,2,... el suceso “en el n-ésimo dia la maquina funciona en el estado E;”
tenemos

P(EYTEY) =a  P(E37EY) =1-a (3.7)
P(Ez*HES) =b  P(EYTEY) =1-0
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para cualquier n > 1.

Observamos que las probabilidades de pasar de un estado a otro dependen sélamente del estado en el
cual la maquina oper6 el dia previo, y no de los restantes dias pasados, cualquiera sea el ntimero n + 1.

Representemos las probabilidades de cambio de estado por una tabla:

Dian—+1
FEq FEo
-lD Ey a 1—a
a
n|Ee| 10 b
Tabla 3.2

de donde obtenemos la matriz
a l1—a
v=(,% 15"
Observamos que las sumas de las filas de M tienen el valor constante 1. Una matriz con esta propiedad,

y para la cual a;; > 0, se llama estocdstica o de Markov. Podemos, ahora, calcular probabilidades de
interés, como por ejemplo la probabilidad de pasar del estado F; al estado F; en m pasos. Sea

pz(-;.n) = P(pasar del estado E; al E; en m pasos)

donde 7,5 =1, 2.

Ahora bien, considerando el estado ocupado en el primer paso, esta probabilidad se puede expresar:

m 1 m—1 1 m—1
p7(2j ) = pz('l)pgj : +p2('2)pgj )

2
_ (1), (m—1)
= Zpik P
k=1

Los términos pg) para ¢ fijo, son los términos de la i-ésima fila de M, y los términos p

son los términos de la columna j de M.

Si m = 2, de modo que pé’;b_l) = p%), obtenemos

(1)

;; para j fijo,

2 ¢! 1y (a 2 1) 1)
pgl) = pgl)pgl) + P§2)Pé1) sz) = P§1)P§2) +P§2)p§2)

2 ¢! e 2 1) ¢!
P;1) = P§1)P§1) + Péz)Pgl) Péz) = Pé1)23g2) +P§2)P§2)

de donde se observa que los términos p@.)

i; son los términos de la matriz M?, esto es

a?+(1—-a)(1-=b) a(l—a)(l—-0)b
M? =
a(l=>b)+b(1—=b) (1-0b)(1—a)+b?

donde M? resulta también estocéstica.

Procediendo por induccién obtenemos que M™ es estocéstica y tiene como términos las probabilidades
pz(-;-n) de pasar del estado 7 al j en m pasos.
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Si al comenzar el proceso, el primer dia del afio, partimos del estado F;, al cabo de m+1 dias estaremos
en el estado E; con cierta probabilidad. Es facil calcular esta probabilidad porque, para m =1 ( esto
es, en el segundo dia), las probabilidades de estar en E; y E> estdn dadas por

(1,0)(1fb 1bb>=(a, 1-b)

es decir, la primera fila de M, y en general, procediendo por induccién, tendremos para el (m —1)-ésimo
dia:

(1,0)M™.
Si en el primer dia del proceso estamos en E; o Es con probabilidades p y 1 — p, determinadas por

algin procedimiento azaroso, al cabo de m pasos, es decir el dia m + 1, tendremos para cada estado
las probabilidades determinadas por el vector

(p, 1=p)M™

Se nos presenta ahora el problema de calcular las potencias de M, y observar si cuando m — oo resulta

algtin valor limite para M™. Ahora bien, como M™ es estocastica, es suficiente calcular los elementos

de la diagonal de la matriz M™. Sea a,, = pgT)7 a1 =a, by, = pégl), b1 = b. Tenemos

Amt1 = ama+ (1 — ay)(1 —b)
b1 = bmb+ (1 — by )(1 —a)

Estudiemos la primera de estas igualdades recurrentes, ya que la segunda se obtiene cambiando a por
by ap por by,. Resulta

g1 — G = ama + (L —ap)(1 =) — ap,
=ama+ (1 —apn)(l=0)—an_1a—(1—an-1)(1—0>)

= (am — am-1)a — (1 = b)(am — am-1)
y si llamamos A, = @41 — a4, Obtenemos

Ay,

(=14+b+a)Anm—1
(—1 + b+ a)zAm_Q
(=14+b+a)™ A

Supongamos por el momento que 0 < b+ a < 2, de modo que | — 1+ b+ a|] < 1. Obtenemos entonces

am+1:Am+Amfl+"'+A1+a

m—1
=a+A; Y (-1+b+a)
j=0
Aq(— mo_
- 1(=1+b+a) 1
—24+b+a
y como
Al=ay—ar=a*+(1-a)(1-b)—a
=(a=1)(-1+b+a)
entonces

(=14+b+a)™ -1

am—1=a+ (a—1)(-1+b+a) ot bia
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y de manera similar
(=14+b+a)™ -1
—2+b+a

v los demés términos de la matriz se obtienen como 1 — a1y 1 — bypi1-

b1 = b+ (b—1)(~1+b+a)

En particular, haciendo m — oo obtenemos

(a—1)(-14+b+a)
2—a-b

Ay — Qoo = A+

10
T 2—a-—b

y la matriz M™ converge a M > donde

1-b l—a
oo __ 2—a—b 2—a—b
M ( 1-b l—a )

2—a—b 2—a—b

como se verifica facilmente luego de algunos célculos sencillos.

Por consiguiente, si las probabilidades de partir de F1 o Fs el primer dia eran p y 1 — p, tenemos en

el limite
1-b l1-a
1-0 1—a
(p,1—p) (2123” 212‘b> = ( , )
"7 =27 2—a—-b'2—a—-0b
Observamos que el resultado obtenido, que es la probabilidad limite de estar en el primer o segundo
estado, es el mismo cualquiera haya sido el vector inicial de probabilidades (p, 1 — p).

1-b 1—a
2—a—-b'2—a-0»

se llama estacionaria porque tiene la siguiente propiedad:

1-b 1—a 1-5 1—a
<2—a—b’2—a—b>M(2—@—b72—a—b>

y por lo tanto es invariante en cualquier nimero de pasos, o sea que si el dia inicial la distribuciéon
estacionaria nos da las probabilidades de partir del estado E; o del estado Es, cualquier otro dia
tendremos la misma distribucién de probabilidades.

La distribucién limite

Resta por estudiar los casos a +b =2y a+ b= 0. Si a + b = 2, necesariamente a = b = 1 y resulta

1 0 m_ (1 0 o _ (1 0
M(O 1), de modo que M (0 1> y M (0 1>

pero este es un caso sin interés porque la maquina permanece siempre en el estado del cual parte. Por
otro lado, si a + b = 0, es decir a = b = 0 resulta

w3

vy no existe distribucién limite porque saltamos con probabilidad 1 de un estado al otro en cada paso.

Senalamos también, que resulta intuitivo que obtenemos de este modo una regulacién efectiva del
numero de articulos de categoria A producidos, al menos a la larga, o sea, después de un nimero
grande de dias de aplicar el sistema de decisiones. <
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Ejercicios.

1.

10.

11.

Sea A, By C eventos con probabilidad estrictamente positiva. Demuestre las siguientes relaciones:

a. P(A°U B°) = 1 — P(B)P(A|B) b. P(ANB|BUC) = P(AN B|B)P(B|BUC)
c. P(BNC|A) = P(C|A)P(BIANC) si P(ANC #0
d. P(A|B)P(B|C)P(C|A) = P(BJA)P(C|B)P(A|C)
P(AJAUB) _ P(A)
€. P(B[AUB) — P(B)

P(B°|A) | P(A°) _ P(A°|B) (B*

P
. Demuestre: P(B) + P(A) — PA) —|—P(B).

Un detector de mentiras muestra una senal positiva (indicando una mentira) 10 % de las veces que el
sujeto dice la verdad y 94 % de las veces que miente. Si dos personas son sospechosas de un crimen que
se sabe ha cometido uno solo de ellos, y ambos dicen ser inocentes, ;jcudl es la probabilidad de que una
senial positiva del detector corresponda al culpable?

. Se obtiene una muestra de cuatro bolas a partir de una bolsa que contiene doce, de las cuales ocho

son blancas. Si el muestreo es sin reposicion, halle la probabilidad de que la tercera bola sea blanca, si
sabemos que la muestra tiene tres bolas blancas. ;Que sucede si el muestreo se hace con reposicién?

Se lanza un par de dados simétricos. Calcule la probabilidad de que la suma sea 7 dado que:

a. La suma es impar, b. La suma es mayor que 6,

c. El resultado del primer dado fue impar, d. El resultado del segundo dado fue par,

e. El resultado de al menos un dado fue impar, f. Los dos dados tuvieron el mismo resultado,
g. Los dos dados tuvieron distintos resultados, h. La suma de los dos dados fue 13.

Una bolsa contiene cuatro bolas blancas y dos negras y otra contiene tres de cada color. Se escoge
una bolsa al azar y luego se selecciona una bola, también al azar. ;Cudl es la probabilidad de que sea
blanca?

Una caja contiene 10 focos, cuatro malos y seis buenos. Los focos se prueban de la siguiente manera:
se extraen al azar y se prueban sin reemplazarlos. Este proceso se repite hasta localizar los cuatro en
mal estado. ; Cudl es la probabilidad de que el Ultimo en mal estado se identifique en la quinta prueba?
Ly en la décima?

Cierta vacuna brinda proteccién parcial contra una enfermedad, de modo que una persona vacunada
tiene probabilidad 0.4 de contraer la enfermedad, mientras que para una persona no vacunada esta
probabilidad es de 0.8. Si 75% de la poblacién estd vacunada, ;Cudl es la probabilidad de que una
persona que tiene la enfermedad haya sido vacunada?

Luego de una serie de pruebas para evaluar un nuevo tipo de examen para detectar cancer, se ha
determinado que 97 % de los pacientes cancerosos de un hospital reaccionan positivamente, mientras
que sélo 5% de aquellos que no tienen cdncer muestran un resultado positivo. Si 2% de los pacientes
del hospital tienen cancer, jcudl es la probabilidad de que un paciente elegido al azar que reacciona
positivamente al examen realmente tenga cdncer?

Suponga que 5% de los hombres y 25 de cada 10.000 mujeres son dalténicos. Se escoge un dalténico
al azar, jcudl es la probabilidad de que sea hombre?

Una ferreteria tiene tres cajas con igual cantidad de tornillos. Dos de las cajas contienen 5 % de tornillos
defectuosos y la otra contiene 10 %. Se escogen dos cajas al azar y se mezclan y de ella se extraen cinco
tornillos, uno de los cuales es defectuoso, jcudl es la probabilidad de que una de las cajas usadas en la
mezcla haya sido la que contenfa 10 % de defectuosos?
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12. Tres sucursales de una tienda tienen 8, 12, y 14 empleados de los cuales 4, 7 y 10 son mujeres,
respectivamente.

a. Se escoge una sucursal al azar y de ella se escoge un empleado. Si éste es una mujer, jcudl es la
probabilidad de que ella trabaje en la sucursal con 12 empleados?

b. Si se escoge un segundo empleado de la misma sucursal, jcudl es la probabilidad de que se escoja
una mujer?

13. Las senales telegraficas “punto” y “raya” se envian en proporcién 3:4. Debido a ciertas condiciones
que causan una transmisién muy errdtica, un punto se transforma en una raya con probabilidad 1/4,
y una raya en un punto con probabilidad 1/3. Si se recibe un punto, jcudl es la probabilidad de que
haya sido enviado un punto?

14. En una bolsa hay cinco bolas blancas y tres negras y en otra hay tres blancas y siete negras. Se escoge
una bolsa al azar y se selecciona una bola, jcudl es la probabilidad de que sea blanca?

15. La caja I contiene 50 tornillos y 70 clavos. La caja II contiene 40 tornillos y 20 clavos.

a. Calcule la probabilidad de extraer un tornillo si se selecciona una caja al azar y luego se extrae un
objeto.

b. Calcule la probabilidad de extraer un tornillo si se mezclan los contenidos de ambas cajas y luego
se extrae un objeto.

c. Si se selecciona una caja al azar y luego se extrae un objeto que resulta ser un tornillo, jcudl es la
probabilidad de que provenga de la caja I?7

16. Lanzamos una moneda repetidamente hasta que obtener sol diez veces. a) ;Cudl es la probabilidad de
no haber obtenido dos dguilas en sucesién para ese momento? b) ;Cudl es la probabilidad de no haber
obtenido dos soles en sucesién para ese momento?

17. Se extrae una bola de una caja que contiene cuatro blancas y dos negras. Si la bola es blanca se la deja
fuera de la bolsa, mientras que si es negra se la vuelve a colocar dentro. Extraemos luego otra bola.
Sea A el evento “la primera bola es blanca” y B = “la segunda bola es blanca”. Diga si las siguientes
proposiciones son ciertas o falsas:

a. P(A) =2/3 b. P(B) =3/5
c. P(B|A)=3/5 d. P(A|B) =9/4
e. Los eventos A y B son disjuntos.

18. Lanzamos una moneda tres veces y consideramos los siguientes eventos: A: el primer lanzamiento es
aguila, B: el segundo lanzamiento es sol, C': el tercer lanzamiento es aguila, D: los tres lanzamientos
son iguales, F: hay exactamente un aguila en los tres lanzamientos.

a. {Cuales de los siguientes eventos son independientes?
(i) A,B (i) A,D (iii) A,E (iv) D,E.

b. ;Cudles de los siguientes trios de eventos son independientes?
(i) A,B,C (ii) A,B,D (iii) C, D, E.

19. Sean A y B dos eventos disjuntos. Demuestre que si A y B son independientes, alguno de los dos tiene
probabilidad 0.

20. De un ejemplo de tres eventos A, B, C tales que P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) pero P(A°NB°NC*) #
P(A°)P(B¢)P(C®).

21. Sea A, By C eventos independientes y P(C) # 0. Demuestre:

a. P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C). b. P(AU B|C) = P(4|C) 4+ P(B|C) — P(An B|C).
c. P(A|BN B) = P(A) siempre que P(BNC) # 0.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sean G = {1,2,3}, H = {4,5,6} Lanzamos dos dados y sean los eventos A : ‘el primer dado cae en
H, B :‘El segundo dado cae en H, C': un dado cae en G y el otro en H, D : el total es cuatro, F : el
total es cinco y F : el total es siete. ;Cudles de las siguientes proposiciones son ciertas?

a. Ay F son independientes. b. Ay D son independientes.

c. Ay E son independientes. d. PLANBNC) = P(A)P(B)P(C).
e. Ay C son independientes. f. C'y E son independientes.

g. PLANCNE)=P(A)P(C)P(E). h. A,C y E son independientes.

a. De un ejemplo de tres eventos A, By C tales que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero P(A°N
BcNC*¢) # P(A°)P(B°)P(C®).

b. Demuestre que si P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C); P(A°NBNC) = P(A°)P(B)P(C); P(ANB°NC) =
P(A)P(B®)P(C)y P(ANBNC®) = P(A)P(B)P(C*) entonces A, B y C son independientes.

Demuestre que si
P(4)  PB) 1 1
P(ANB) P(AnB) P(A)  P(B)

entonces A y B son independientes.

Lanzamos un dado cinco veces, a. Si el dado sale 1 al menos una vez, jcual es la probabilidad de que
salga 1 al menos dos veces? b. Si el primer lanzamiento due 1, ;cudl es la probabilidad de que salga 1
al menos dos veces?

Lanzamos una moneda repetidamente hasta que sol haya ocurrido diez veces. a) ;Cuédl es la probabilidad
de que para ese momento no hayan ocurrido dos dguilas seguidas? b) ;Cuél es la probabilidad de que
para ese momento no hayan ocurrido dos soles seguidas?

Sea Q@ = {a,b,c,d,e} y P(a) = P(b) = 1/8, P(c) = P(d) = P(e) = 3/16. Sean A = {a,d, e},
B = {a,c,e} y C = {a,c,d}. Demuestre que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero ningin par de
eventos son independientes.

Se toma una muestra de cinco transistores producidos por una méquina que en promedio produce 20 %
de transistores defectuosos.
a. Calcule la probabilidad de que si seleccionamos un transistor de la muestra, éste resulte defectuoso.

b. Suponga que seleccionamos al azar un transistor de la muestra y resulta defectuoso, jcudl es la
probabilidad de que un segundo transistor seleccionado al azar resulte defectuoso?

Si Ai,..., A, son eventos independientes, muestre que
P(AjUAU---UA,)=1—(1—-P(41))(1—P(A2))--- (1 = P(A,)).
a. Si sabemos que una mano de poker tiene al menos tres aces jcudl es la probabilidad de que tenga

los cuatro? b. Si sabemos que una mano de poker tiene los aces de corazon, trébol y diamante ;cuél
es la probabilidad de que también tenga el as de pica? c. Halle la probabilidad de que una mano de
poker tenga los dos aces negros dado que tiene al menos tres aces.

En un closet hay tres pares de medias blancas y dos de media negras. Las medias con todas nuevas y
del mismo estilo y tamano. Si seleccionamos dos medias al azar, ;cudl es la probabilidad de que formen
un par? Resuelva el mismo problema cambiando media por zapatos.

En un closet tenemos seis pares diferentes de zapatos. Si sacamos cinco zapatos al azar ;Cudl es la
probabilidad de obtener al menos un par de zapatos?
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33. Una muestra de tamano 4 se extrae con reposicién de una bolsa que contiene 6 bolas, de las cuales 4

son blancas. Sea A el evento “exactamente una de las dos primeras bolas extraidas es blanca” y sea

B = “la cuarta bola es blanca”. ;Son A y B independientes? ;Qué sucede si el muestreo se realiza sin
reposicién?

34. Considere de nuevo el ejercicio anterior y definamos C' como el evento “exactamente dos de las bolas
extraidas son blancas” ;Son A, B y C independientes? ;Son B y C' independientes?

35. Un fabricante de motos inscribe tres corredores en una carrera. Sea A;,i = 1,2, 3 el evento definido por
“el i-ésimo corredor finaliza la carrera en alguno de los tres primeros lugares”. Si los eventos Ay, Ao
y Ag son independientes y P(A;) = P(A3) = P(A3) = 0,1 calcule las probabilidades de los siguientes
eventos:

a. Ninguno de los corredores termina entre los tres primeros.
b. Al menos uno termina entre los tres primeros.

c. Al menos dos terminan entre los tres primeros.

d. Todos terminan entre los tres primeros.

36. Sean A y B eventos independientes tales que con probabilidad 1/6 ocurren simultdneamente, y con
probabilidad 1/3 ninguno de ellos ocurre. Halle P(A) y P(B). jEstdn determinadas de forma tdnica
estas probabilidades?

37. {Cuél es el menor valor de n para el cual la probabilidad de obtener al menos un 6 en una serie de n
lanzamientos de un dado es mayor que 3/4?

38. Los eventos Aj, Ao, ... son independientes y P(A;) =p, j = 1,2,... Halle el menor valor de n para
el cual P(UTAy) > po donde pg es un ndmero fijo.

39. Una méquina consiste de 4 componentes conectados en paralelo, de modo que la méquina falla sélo
si los cuatro componentes fallan. Supongamos que los componentes son independientes entre si. Si los
componentes tienen probabilidades 0.1; 0.2; 0.3 y 0.4 de fallar cuando la maquina es encendida, ;jcudl
es la probabilidad de que funcione al encenderla?

40. En una fabrica de computadoras un inspector revisa un lote de 20 maquinas y encuentra que 3 de ellas
necesitan ajustes antes de empacarlas. Otro empleado descuidado mezcla las computadoras que habian
sido revisadas, de modo que el inspector tiene que hacerlo otra vez. a. ;Cudl es la probabilidad de que
no haga falta probar méas de 17 computadoras? b. ;Cudl es la probabilidad de que haga falta probar
exactamente 17 computadoras?

41. Supongamos que A y B son independientes, y B y C son independientes.

a. ;Son A y C' independientes en general?
b. jEs B independiente de AU C?
c. ;Es B independiente de ANC?

42. Se lanza una moneda balanceada n veces. Muestre que la probabilidad condicional de aguila en cualquier
lanzamiento especifico dado que hay k dguilas en n lanzamientos es k/n (k > 0).

43. Suponga que A y B son eventos tales que P(A|B) = P(B|A), P(AUB) =1y P(ANB) > 0. Demuestre
que P(A) > 1/2.

44. Un arquero acierta al centro de la diana con probabilidad 0.9. a) ;Cudl es la probabilidad de que logre

acertar 8 veces si lanza 10 flechas? b) ;Si lanza flechas hasta acertar 8 veces al centro de la diana,
;,Cudl es la probabilidad de que necesite a lo sumo lanzar 10 flechas?
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45

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

93.

54.

. Considere estos dos sistemas de ensayos de Bernoulli: 1) Lanzamos una moneda y aguila es éxito; 2)
Lanzamos un dado y 6 es éxito. Para cada uno de estos casos calcule P(A)/P(B), donde A: ‘el tercer
éxito ocurre en el quinto ensayo’, B: ‘tres de los primeros cinco ensayos resultan en éxito’. Generalice
reemplazando 3 por ¢ y 5 por j.

Lanzamos cuatro dados, ;Cuadl es la probabilidad de que el mayor nimero sea 5 y el menor sea 37

La caja A tiene dos bolas rojas y tres negras. La caja B tiene cinco rojas y una blanca. Se selecciona
una bola al azar de la caja A y se coloca en la caja By luego se escoge una bola al azar de la caja B. a)
. Cudl es la probabilidad de que ambas bolas sean rojas? b) ;Cudl es la probabilidad de que la segunda
bola sea roja? ¢) Dado que la segunda bola es roja ;Cuél es la probabilidad de que la primera también
haya sido roja? d) Dado que la segunda bola es blanca jcuél es la probabilidad de que la primera haya
sido roja?

Una fabrica produce 300 automoviles al dia. La fabrica compra baterias de dos proveedores. La com-
pania A le vende 100 baterfas al dia, de las cuales 99 % funcionan correctamente. Las otras 200 baterias
son producidas por la compania B, de las cuales 5% son defectuosas. Si seleccionamos un auto al azar
de la produccién de un dia y la bateria es defectuosa ;cudl es la probabilidad de que haya sido producida
por la empresa B?

Un empleado debe verificar el funcionamiento de una méquina que produce tornillos al inicio del dia.
Esta maquina necesita repararse una vez cada 10 dias, en promedio y cuando necesita repararse, todos
los tornillos que produce son defectuosos. Cuando la méquina trabaja adecuadamente, 5% de los
tornillos producidos son defectuosos y aparecen al azar a lo largo de la produccién del dia. ;Cudl es la
probabilidad de que la maquina esté funcionando bien si a. el primer tornillo que el inspector revisa es
defectuoso? b. los dos primeros tornillos que el inspector revisa son defectuosos? c. los tres primeros
son defectuosos?

Una carta de un juego de naipes se ha perdido. Trece cartas se extraen de las 51 restantes y resultan
ser tres diamantes, dos picas, cuatro corazones y cuatro tréboles. Halle la probabilidad de que la carta
perdida sea de cada una de las pintas.

Resuelva el problema de los puntos cuando los dos jugadores tienen probabilidades p y ¢ =1 — p de
ganar.

Las cajas de cerillos de Banach. Una persona tiene dos cajas de n cerillos, una en el bolsillo derecho
y otra en el izquierdo. Cuando necesita un cerillo escoge una caja al azar hasta que se encuentra una
caja vacfa. ;jCudl es la probabilidad de que la otra caja tenga k cerillos? (El celebre matemdtico polaco
Stefan Banach solia reunirse con otros matematicos en el Café Escocés en Lwéw, Polonia, en donde
habia un cuaderno en el cual se anotaban los problemas planteados y sus soluciones. Esta libreta se
conoce como el Libro Escocés. El problema anterior es el dltimo problema incluido en este libro).

La paradoja de Galton. Si lanzamos tres monedas al menos dos de ellas son iguales, y la tercera
tiene probabilidad 1/2 de caer dguila o sol, de modo que la probabilidad de que las tres sean iguales
es 1/2. En realidad la probabilidad de que las tres monedas sean iguales es 1/4. ;Qué estd mal en el
razonamiento anterior?

El modelo de Pdlya. El matematico polaco G. Pdlya propuso el siguiente modelo para el proceso
de contagio. Comenzamos con una caja que contiene una bola blanca y otra negra. Cada segundo
escogemos una bola al azar de la caja, la reemplazamos y anadimos otra del mismo color. Haga una
simulaciéon d este proceso con una computadora y trata de hacer una predicciéon sobre la proporcién
de bolas blancas luego de un tiempo largo. jEs cierto que las proporciones de bolas de un color dado
tienen una tendencia a estabilizarse?
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55.

56.

o7.

58.

59.

60.

En una coleccién de 65 monedas una de ellas tiene dos dguilas y el resto son monedas normales. Si
seleccionamos una moneda al azar y al lanzarla sale dguila seis veces seguidas, ;Cudl es la probabilidad
de que hayamos escogido la moneda con dos dguilas?

Te dan dos cajas y cincuenta bolas, la mitad blancas y la otra mitad negras. Debs distribuir las bolas en
las cajas sin restricciones pero quieres maximizar la probabilidad de obtener una bola blanca si escoges
una caja al azar y luego una bola al azar. ;Como debes distribuir las bolas? Justifica tu respuesta.

Lanzamos una moneda n veces y obtenemos k soles. Demuestra que la probabilidad condicional de
obtener un sol en cualquier lanzamiento especifico, dado que hay k soles en total es k/n.

La paradoja de Simpson. Un fabricante de focos tiene dos plantas. La planta A vende lotes de
focos que consisten de 1000 focos regulares y 2000 focos ahorradores. A través de pruebas de control
de calidad se sabe que, en promedio, hay 2 focos regulares y 11 ahorradores defectuosos por lote. En
la planta B se venden lotes de 2000 focos regulares y 1000 ahorradores, y en promedio hay 5 regulares
y 6 ahorradores defectuosos por lote.

El gerente de la planta A afirma que ellos son més eficientes pues sus tasas de focos defectuosos son
0.2% y 0.55% mientras que para la otra planta son 0.25% y 0.6 %. Por su parte el gerente de la
planta B responde diciendo ‘cada lote de 3000 focos que producimos contiene 11 focos defectuosos,
comparado con 13 defectuosos para los focos producidos por A, de modo que nuestra tasa de 0.37 %
de focos defectuosos es inferior a la de ellos, que es 0.43 %. ;Quién tiene la razén?

El evento A atrae al evento B si P(B|A) > P(B) (ver el ejercicio 3.4.1). a) ;Es transitiva esta relaciéon?
b) Demuestre que si A atrae a B 'y a C pero repele a BN C, entonces A atrae a BUC. ¢) {Es posible
que A atraiga a B y a C pero repela a B U C? d) Demuestre que si By,...B, es una particién dl
espacio muestral y A atrae algin B; entonces debe repeler a algin B;.

Demuestre que si Aj,...A, son eventos independientes definidos en un espacio muestral Q y 0 <
P(A;) < 1 para todo i, entonces €2 debe tener al menos 2™ puntos.



Capitulo 4

VARIABLES ALEATORIAS

4.1. Introduccidn.

A la realizacion de un experimento aleatorio le hemos asociado un modelo matematico representado por
un espacio de probabilidad (€2, F, P), donde € es el conjunto de resultados posibles del experimento, F es
la coleccion de eventos, de acuerdo a la seccion 2.1 y P es una funcién que le asigna a cada conjunto en F
un numero entre 0 y 1 que representa su probabilidad y satisface las condiciones de la seccién 2.2.

Con frecuencia estamos interesados en considerar funciones definidas sobre €2, es decir, correspondencias
que asocian a cada evento elemental un cierto valor. Por ejemplo, en los casos de muestreo que hemos
mencionado anteriormente, si tomamos una muestra de tamano n de los objetos producidos en una fabrica,
el espacio muestral correspondiente es

Q={(e1,...,en): e, =061, i=1,...n}

donde e; = 0 indica que hemos extraido un objeto bueno la i-ésima vez y e; = 1 que hemos extraido uno

defectuoso y nos interesa la funcién
n

(61,...,€n)|—>26i

i=1
que asocia a cada evento elemental el niimero de objetos defectuosos que contiene la muestra respectiva.
Anélogamente, en el caso del error de redondeo, supongamos que debemos efectuar un calculo del tipo

y=(z1,22,...,2%) (4.1)
donde ¢ : RF — R y que cada una de las magnitudes x;,xs,..., 2 se calcula a su vez con un cierto
error de redondeo, es decir que en lugar de valores exactos x1,Zs,...,2; obtenemos valores aproximados
Ty,T2,...,T), respectivamente:

T, = T; + 0; (i=1,...,k)
donde 41,99, ..., 5 son los errores de redondeo.

Si en lugar de (4.1) calculamos

g:@(il7j27"')jk) :(p(ﬂjl—517$2—62,...,$k_5k)
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cometemos un cierto error

y—7=wv(r1,22,...,25) — @(x1 — d1, 29 — b2, ..., T — Of)
que es funcién del evento elemental (41,02, ..., dx), considerado como elemento del espacio muestral
Q:{(él,ég,...,dk)l(siER, (’L:l,k)}

Del mismo modo el lector puede verificar que en cada uno de los ejemplos que hemos considerado anterior-
mente, aparecen vinculadas a los problemas en cuestién ciertas funciones de los resultados obtenidos en los
experimentos aleatorios, es decir, funciones de los eventos elementales. Estas funciones se llaman variables
aleatorias.

Con frecuencia va a resultar de interés poder calcular la probabilidad de que una variable aleatoria X
tome valores en un intervalo I, es decir, la probabilidad del conjunto

{w: X(w) € T}.

Pero esto s6lo podemos hacerlo si este conjunto estd en F, ya que P esta definida tinicamente sobre F, y en
principio, si X es cualquiera, este conjunto no tiene por qué estar en F. Por lo tanto exigiremos como parte
de la definicién de variable aleatoria, que para cualquier intervalo I C R el conjunto {w : X (w) € I'} esté en

F.

Figura 4.1

Definicién 4.1 Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién
X:Q—-R

es una variable aleatoria real, o simplemente una variable aleatoria, si se cumple que para cualquier intervalo
I en R, el conjunto
{w: X(w) € I'}

es un evento (es decir, estd en F).

Para definir el concepto de variable aleatoria vectorial, introducimos primero el concepto de intervalo en
R™,
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Definicién 4.2 Un intervalo en R es un conjunto de la forma:
{<x17$27"'3xm) HE IS IlvxZ € IQ;"'axm S I’m}
donde Iy, I5,...,I,, son intervalos de la recta.

Observamos que en R2Z, un intervalo no es otra cosa que un rectdngulo con lados paralelos a los ejes
coordenados, y en R3, un paralelepipedo de aristas paralelas a los ejes coordenados.

Definicion 4.3 Una funcién
Y:Q—R™

es una variable aleatoria vectorial, o simplemente un vector aleatorio, si se cumple que para cualquier intervalo
I en R™, el conjunto
{w:Y(w) eI}

es un evento (es decir, estd en F).

Frecuentemente denotaremos al conjunto {w : X (w) € I} por {X € I'} o por X 1(I), y lo llamaremos la
preimagen de I por la funcién X. La definicién dice que X es una variable aleatoria si la preimagen por X
de cualquier intervalo es un evento.

Por ejemplo, si F es la familia de todos los subconjuntos de €2, cualquier funciéon X definida sobre €2 es
una variable aleatoria, ya que para cualquier intervalo

X YD) ={w: X(w) eI}

y por lo tanto X ~1(I) € F. Si en cambio F no es la familia de todos los subconjuntos de €2, una funcién
definida sobre 2 no tiene por qué satisfacer la definiciéon de variable aleatoria. Como ejemplo consideremos

0 =1{1,2,3,4,5,6}, F=10,{1,3,5},{2,4,6},Q}
y la funcién X (w) = w. X no es una variable aleatoria, porque, por ejemplo,
X7H([0,3/2) = {1} ¢ F.
Ejemplos

1. Sea ¢ un numero real, la funcién X definida por X (w) = ¢ para todo w es una variable aleatoria, ya
que para cualquier intervalo I,

Q, sicel

{w:X(w)EI}{@ SedT

v tanto £ como () son siempre eventos. Esta es una variable aleatoria constante.

2. Sea ¢ un numero real y definamos la funcién X : R — R por X (w) = w + ¢. En este caso el espacio de
probabilidad sobre el cual estd definida la funcién X es (R, B, P) donde B son los conjuntos de Borel
y P es alguna probabilidad definida sobre B. Sea I algun intervalo en R,

{w: Xwell={w:wtcel}={wwel—-—c}=1-c
donde, si A es un conjunto cualquiera y ¢ una constante, definimos
A+c={x:x=a+c, ac A}.

Por lo tanto, la preimagen de cualquier intervalo I por X es otro intervalo que se obtiene trasladando
I una distancia —c. Pero como todo intervalo es un conjunto de Borel vemos que

{w:Xw)el}eB

y X es una variable aleatoria.
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3. Sea A un evento (A € F). Definimos X por

1, siweAd

X(w):{ 0, siw¢gd

Observamos que el evento A ocurre si y sélo si X (w) = 1. Ademés si I es un intervalo tenemos que

Q, si0,el, 1€l

A, si0¢I, 1el
- X ell = ’ ’
fw: Xw)el} Ao, si0el, 1¢1

0, si0¢l, 1¢1

y por lo tanto este conjunto siempre estd en F y X es una variable aleatoria.

Esta variable aleatoria se conoce como la variable indicadora o funciéon indicadora de A porque el valor
de X nos dice si A ocurri6é o no. Las notaciones usuales son 14 0 x 4.

Reciprocamente, si X es una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) que sélo
toma los valores 1 y 0, entonces X es la variable indicatriz del evento

A={w: X(w) =1}

4.2. Operaciones con Variables Aleatorias.

Esta seccién estd destinada a probar que si se efectuan las operaciones usuales con variables aleatorias,
se obtienen nuevas funciones que también son variables aleatorias.

Recordemos que la familia de conjuntos de Borel en R™ es la menor o-algebra que contiene a todos los
intervalos abiertos. El siguiente lema serd de utilidad.

Lema 4.1 Sea X : 2 — R™ una funcion. X es una variable aleatoria si y sélo si la preimagen de cualquier
conjunto de Borel es un evento, es decir

XY BerF para todo B € B (4.2)

donde B denota la familia de conjuntos de Borel.

Demostracién. Puesto que los intervalos son conjuntos de Borel, si se cumple (4.2) se cumple que la
preimagen de cualquier intervalo es un evento, y por lo tanto X es una variable aleatoria.

Reciprocamente, supongamos que la preimagen por X de cualquier intervalo es un evento. Tenemos que
probar que la preimagen de cualquier conjunto de Borel también es un evento.

Consideremos la familia D de subconjuntos de R™ definida por

D={DCR™: X '(D)e F}
o sea que D es la familia de los conjuntos D C R™ cuya preimagen por X es un evento. Tenemos:
(I) R™ € D, yaque X }(R™)=Q e F.
(I) D € D= D° € D yaque

X YD) ={w: X(w) €D} ={w: X(w)¢ D}
~ {w: X()€ DY = (X" YD)y

y este tltimo conjunto estd en F porque X ~*(D) € F y F es una o-4lgebra.
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(IIT) Sea {D,,n > 1} una sucesién de conjuntos en D, entonces
Us, D, €F
ya que

XN UL Dy) ={w: X(w) €Uy D, }
=Upl{w: X(w) € Dy}
=, X (D, e F.
Es decir, hemos demostrado que D es una o-algebra, y como hemos supuesto que contiene a los intervalos
abiertos, D debe contener a la menor o-dlgebra que contiene a los intervalos abiertos, que es justamente B.

Por lo tanto
BeB=BecD=X'(B)crF

que es lo que queriamos probar. [ |
Consideremos ahora la siguiente situacion
X
0 R™-ER

es decir que X es una funcién de Q en R™ y g una funciéon de R™ en R. En ) tenemos la o-algebra de eventos
F y en R™ la o-dlgebra de conjuntos de Borel B. Definimos la funcién compuesta Y : {2 — R mediante

Lema 4.2 Con las notaciones anteriores, si X y g son variables aleatorias, también lo es Y.

Demostraciéon. Para probar que Y es una variable aleatoria, tenemos que ver que la preimagen de cualquier
intervalo I es un evento, es decir, esta en F. Tenemos:

YD) ={Y € I} = {w: g(X(w)) € I}
={w: X(w) eg (D)} =X (g (1)).
Dado que g es una variable aleatoria, g~(I) € B, y como X también lo es, usando el lema 4.1 obtenemos
X g D) e F.
[ |

Observacion 4.1 En el lema anterior X es una variable aleatoria vectorial, que toma valores en R™, y por
lo tanto se puede escribir
X(w) = (X1(w), X2(w), ..., Xm(w))

donde cada una de las X;, ¢ =1,..., m es una funcién
X;:Q—=R
y por lo tanto también podemos escribir

Y(w) = g(X1(w), Xo(w), ..., Xmw))

Lema 4.3 Las siguientes condiciones son equivalentes

Il {w: X(w)el}eF para todo intervalo I C R.
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Figura 4.2

2. {w: X(w)<c} €eF para todo c € R.
3 {w: X(w)<cteF para todo ¢ € R.
4. {w: X(w) >cteF para todo ¢ € R.
5. {w: X(w)>c}eF para todo ¢ € R.

y por lo tanto cualquiera de estas condiciones puede ser utilizada en la definicion de variable aleatoria.

Demostracion. Como
{X<c}={X>c} y {X>c}={X<¢}

es inmediato que 2 < 5 y 3 < 4. Veamos que 2 < 3. Supongamos que 2 es cierto, como

{X<c} = ﬁ{X<c+i}

n=1

y cada uno de los conjuntos de la interseccién en el segundo miembro estd en F (por 2), concluimos que 3
es cierto. Reciprocamente, si 3 es cierto, como

{X<C}G{X§ci}

n=1

se obtiene que 2 es cierto.
Hemos visto hasta ahora que las cuatro tdltimas condiciones son equivalentes entre si. Veamos ahora que
también son equivalentes a la primera. Si 1 es cierta, escribiendo

{X <c} = G{c—n§X<c—n+1}

n=1

vemos que los conjuntos que aparecen en la unién estédn en la o-dlgebra F, de donde concluimos que {X <
c} € F. Por lo tanto 2 es cierta, y como consecuencia 3, 4 y 5 también.

Finalmente, supongamos que 2, 3, 4 y 5 son ciertas; es facil ver que, para cualquier intervalo I, el conjunto
{X € I} se puede escribir en base a los conjuntos que aparecen en las condiciones 2, 3, 4 y 5 usando uniones
e intersecciones. Por ejemplo, si I = [a,b) entonces

{w: Xw)ell={w:a<X(w)<c}={w:a < X(w)} N{w: X(w) < c}.
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Por lo que hemos supuesto, los conjuntos del segundo miembro estan en F, y por las propiedades de F
concluimos que
{w: X(w)el}eF

para todo intervalo I C R. [ ]

Proposicion 4.1 La suma de dos variables aleatorias también es una variable aleatoria.

Demostracion. Observamos que la desigualdad
Xi+Xo<e
es cierta si y sélo si existe algin racional r tal que
Xi<r y r<c— Xo
por lo tanto, si Q es el conjunto de los numeros racionales, podemos escribir

{w: Xj(w)+ Xo(w) < ¢} = U{w Xi(w) <rin{w:r<ec—Xs(w)}
reQ

= U{w:Xl(w) <rpn{w: Xp(w) <c—r}.
reQ

Pero como X; y X, son variables aleatorias, por el lema 4.3 los conjuntos que aparecen en el segundo
miembro estdan en F, y por lo tanto también esta su unién. |

De manera similar se puede demostrar que el producto, el cociente, etc. de variables aleatorias da como
resultado variables aleatorias.
Antes de enunciar el préximo resultado recordamos la definicién de funcién mondétona.

Definicién 4.4 Decimos que g : R — R es creciente (resp. decreciente) si se cumple que 1 < z2 = g(x1) <
g(x2) (resp. g(x1) > g(x2)). Si en lugar de la desigualdad en sentido amplio (<,>) ponemos en sentido
estricto (<, >), decimos que g es estrictamente creciente (resp. decreciente). Decimos que g es mondtona
cuando es creciente o decreciente.

Proposicion 4.2 Sea X : Q — R una variable aleatoria y g : R — R wna funcion mondtona. Entonces
Y : Q — R definida por Y(w) = g(X(w)) también es una variable aleatoria.

Demostracion. Supondremos que g es creciente. La demostracién para el caso decreciente es andloga. Por
el lema 4.2 es suficiente demostrar que g es una variable aleatoria, es decir, que para cualquier intervalo
I C R se tiene que {z € R: g(z) € I} es un conjunto de Borel, pero por el lema 4.3 sabemos que es suficiente
demostrar que para cualquier ¢ € R se tiene que

{zeR:g(z) <c} eB.

Consideremos primero un caso particular: supongamos que la funcién g es continua y estrictamente creciente.
Se pueden presentar tres casos:

(A) La funcién siempre es mayor que c. En este caso el conjunto que nos interesa es vacio y por lo tanto
estd en B.

(B) La funcién siempre es menor que c. Entonces el conjunto que nos interesa es R y estd en B.

(C) Existe un tnico punto y € R tal que g(y) = ¢ (ver Figura 4.3) y entonces el conjunto que nos interesa
estd formado por los puntos que estan a la izquierda de y, sin incluir a y, es decir

{zeR:g(z) <c} = (-00,9)

y este conjunto estd en B, con lo cual hemos probado que g es una variable aleatoria.
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w 9(2)
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Figura 4.3
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Figura 4.4

En general esto no ocurre para una funcién mondtona cualquiera ya que el punto y puede no existir si la
funcién es discontinua, o puede no ser tnico, si la funcién no es estrictamente creciente (Figura 4.4).

Para resolver este problema definimos
y=sup{z € R:g(z) < c}.
Siy e {z€R:g(z) < c} entonces
{zeR:g(2) <c} =(—o0,y] € B
mientras que si y ¢ {z € R: g(z) < ¢} entonces
{zeR:g(z) <c} =(—o0,y) €B

y esto termina la demostracién. |

4.3. Funcion de Distribucidn.

Definicién 4.5 Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y X :  — R una variable aleatoria. Llamaremos
funcién de distribucién de la variable aleatoria X a la funciéon F' definida por

F(z)=P({w: X(w) <z})=P(X <x).

En algunas ocasiones, para resaltar que F' es la funcién de distribucién de X, escribiremos Fx en lugar de
F.
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Proposicion 4.3 Si F es una funcion de distribucion, satisface las siguientes propiedades:
1. F es creciente (en sentido amplio).
2. limy o F(z) =0, limg 400 F(x) = 1.
3. F' es continua por la derecha.

Demostracién. Sea F' la funcién de distribucion de la variable aleatoria X.
1. Si z1 < x9 entonces

F(l’g)—F(l’l):P(XS.’EQ)—P(Xgl'l):P(SUl<X§.’E2)ZO

2. Sea {z,} una sucesién decreciente de nimeros reales, z,, — —oo. Entonces, la sucesién de eventos
{w: X(w) < x,} es una sucesién decreciente y ademds

ﬂ{w:X(w)gxn}:@.

Por lo tanto
lim F(z,)= lim P{w:X(w)<z,})=P0) =0.

n——oo n——0oo

Esto prueba que lim,,_, _« F(z,) = 0. Del mismo modo, si {x,} es una sucesién creciente y x,, — 00,
la sucesién de eventos {w : X(w) < x,} es creciente y

U{w:X(w) <z} =0

Por lo tanto
lim F(z,)= lim P{w: X(w) <z,})=P()=1.

n—oo n—oo

Esto prueba que lim,,_,o F'(z,) = 1.

3. Para probar que F es continua por la derecha en todo punto, basta probar que si {z,,} es una sucesién
decreciente que tiende a a, entonces
lim F(z,)= F(a).

n—oo

Veamos esto:

(X <a} = {X <z}

n

y puesto que {X < x,} es una sucesién decreciente de eventos, resulta

liTanF(xn) = liTanP(X <x,)=P(X <a)=F(a).

|

Reciprocamente, si una funcién F : R — [0, 1] satisface las propiedades 1, 2 y 3 se puede demostrar que

F es la funcién de distribucién de una variable aleatoria. Para esto basta tomar Q = R, F = la familia de
conjuntos de Borel de R y definir la probabilidad P de modo que

P((a,b]) = F(b) - F(a)

(la demostracién de la existencia de esta probabilidad P escapa al contenido de este texto). Entonces, F' es
la funcién de distribucién de la variable aleatoria X (w) = w, ya que

Fx(z)=P{w: X(w) <z})=P{w:w < z}) = P((—o00,z]) = F(z).
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Llamemos

F(a™) = lim F(x),

zTa

el limite por la izquierda de F' en a. Tenemos que P(X < z) = F(xz~) y en consecuencia la siguiente
proposicién.

Proposicion 4.4 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F. Entonces

P(X € (a,b]) = F(b) — F(a) (4.3)
P(X € [a,b]) = F(b) - F(a™) (4.4)
P(X € (a,b))=F(b")— F(a) (4.5)
P(X €a,b)) = F(b) - F(a™) (4.6)

Demostracién. Veamos la demostracién de (4.4), las demds son similares:

P(X €a,b]) = P(X <b) — P(X <a) = F(b") — F(a)

Si ponemos ahora a = b = x en (4.4) obtenemos que
P(X=z)=F(z)— F(z7) (4.7)

de modo que la funcién de distribucién es continua en x si y sélo si P(X = z) = 0.

4.4. Variables Aleatorias Discretas.

Definicién 4.6 Una variable aleatoria X es discreta si existe un conjunto finito o numerable de valores
{z,} tal que
Y P(X =um,) =1,
n

es decir, la probabilidad de que dicha variable tome valores fuera del conjunto {x,} es cero.
Por ejemplo, en los casos de muestreo que hemos considerado anteriormente, si
Q={(e1,...,en):¢, =061, i=1,...,n}

donde e; = 0 indica que la i-ésima extraccion ha resultado en un objeto bueno y e; = 1 indica uno defectuoso,
la funcién X : Q — R definida por
n
X(ep,e9,...,e,) = Zei

i=1
que representa el total de objetos defectuosos en la muestra, es una variable aleatoria discreta, ya que solo
toma valores en el conjunto {0,1,2,...,n}.

Para ver como es la funciéon de distribucién de una variable aleatoria discreta consideramos

pn = P(X = x,).
Con frecuencia, la sucesién {p, } se denomina la funcién de probabilidad de la variable aleatoria X. Entonces
FX ((E) X < .’E Z Pn
Tn <z

donde la suma se extiende a aquellos valores de n para los cuales x,, < x. La figura 4.5 (a) representa una
grafica tipica de funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta, mientras que la figura 4.5 (b)
representa la funcién de probabilidad correspondiente.

Ejemplos
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F(I’) Pn
1+ 1+
pi{
— S S IS A 1.
0 T; x 0 ; Tn
(a) (b)
Figura 4.5

1. Lanzamos dos dados y llamamos X a la suma de los resultados. Esta suma puede tomar once valores

distintos y si suponemos que los dados son simétricos podemos calcular la probabilidad de cada uno
de ellos:
z: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

. 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Pi- 36 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36

El gréafico correspondiente a esta funcién de probabilidad es el siguiente:

Pn
6/36

TMHHITT

2345678 9101112

1/36

In
Figura 4.6

La funcién de distribucion de esta variable se puede representar de la siguiente manera:

2. Consideremos una caja que contiene seis fichas numeradas del uno al seis. Se extraen dos fichas con
reposicion y se observa el mayor de los nimeros. ; Como es la funciéon de probabilidad de esta variable?
Cémo es, si el muestreo se realiza sin reposicion?

» Estudiemos primero el caso de muestreo con reposiciéon. El espacio muestral correspondiente a este

experimento es el conjunto de pares (wy,ws), donde w; € {1,2,3,4,5,6} para ¢ = 1,2. La variable
aleatoria X : 2 — R que estamos considerando estd definida por

X(w1,ws) = méx{w;, wa}

y toma valores en el conjunto {1,2,3,4,5,6}. Si suponemos que todas las fichas tienen la misma
probabilidad de ser extraidas entonces todos los eventos elementales que componen el espacio muestral
son igualmente probables y su probabilidad es 1/36. Es fécil ahora calcular la funcién de probabilidad

de la variable aleatoria X:

zz: 1 2 3 4 5 6
.o L3 5 7 9 11
Pit 36 36 36 36 36 36

y su representacién grafica se presenta en la figura 4.8.
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F(x)
14 e
18/36 -
6/36 - —
0 ééiéé%éélbllllé z
Figura 4.7

Veamos ahora qué sucede si el muestreo se realiza sin reposicién. El espacio muestral es ahora el
conjunto de pares

{(w17w2) Dwi € {172737475a6} y w1 7& w2}

La variable
X(w1,ws) = méx{wy, wa}

ahora toma valores en el conjunto {2,3,4,5,6}.

Pn
11/36

vl o ]|
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.8

Nuevamente suponemos que todas las fichas tienen la misma probabilidad de ser extraidas, de modo que
los eventos que componen el espacio muestral tienen probabilidad 1/30. La siguiente tabla representa
la funcion de probabilidad de la variable aleatoria X

z;: 2 3 4 5 6
. 02 4 6 8 10
Pi: 35 3 30 30 30

y su representacion grafica es:

<

Se lanza al aire una moneda repetidamente y se observa en cudl de los lanzamientos la moneda cae
aguila por primera vez. Hallar la funcién de probabilidad de esta variable.

» Si A denota aguila y S sol, cada evento elemental es una sucesién infinita de estos simbolos:

w=(A,A4,4,A,8A,A,8,8S,85,...)
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10/30 4
2/30 - I
0" 1 2 3 4 5 6,

Figura 4.9

y la variable aleatoria que estamos considerando le asigna a cada evento elemental el niimero corres-
pondiente al lugar de la primera A. Por ejemplo:

X(S,S,8,4,A4,8,A,...)=4

Observamos que X puede tomar como valor cualquier entero positivo, y por independencia podemos
calcular su funcién de probabilidad:

P(X=1)=-, P(X2);;<;>2,

y en general X = n si y s6lo si los n — 1 primeros lanzamientos resultaron en S y el n-ésimo en A, lo
cual tiene probabilidad

Como
o0 o0
Y P(X=n)=> 2"=1,
n=1 n=1
la variable aleatoria X es discreta y toma valores sobre el conjunto numerable {1,2,3,...}. <

4. Counsideremos ahora la situacién en la que elegimos al azar un ndmero en el intervalo [0, 1) y definimos

X (w) como la tercera cifra después de la coma en el desarrollo decimal de w. En este caso, los posibles
valores de X (w) son {0,1,...,9} y cada uno tiene probabilidad 1/10, es decir que

ppn=PX =n)=— (n=0,1,...,9)

La grafica de la funciéon de probabilidad es:

[

~

[

o
e
e
-
R
e
e
R —1
—
R —1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 T

Figura 4.10

A continuacién vamos a considerar algunas de las distribuciones discretas m&ds importantes.
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4.4.1. La Distribucién de Bernoulli

Esta es la distribucién més sencilla y corresponde a una variable que toma sélo dos valores: 1 con
probabilidad p y 0 con probabilidad ¢ =1 — p.
Si A es un evento y definimos la funcidn indicadora de A por

1 siwe A
]_ =
AW {O siw ¢ A.

Esta variable aleatoria vale 1 cuando A ocurre y 0 cuando no, es decir, nos indica cuando ocurre A. Por lo
tanto 14 tiene distribucién de Bernoulli con p = P(A).

4.4.2. La Distribucion Uniforme

Una variable aleatoria con valores en el conjunto {z1, s, ..., 2, } tiene distribucién uniforme si todos los
puntos z;, 1 <1i < n tienen la misma probabilidad. Como hay n valores posibles esto quiere decir que

Para un dado convencional tenemos z; =i, 1 <7 < 6.

4.4.3. La Distribucién Binomial.

Recordemos el caso de muestreo con reposicién, en el cual la variable que nos interesa especialmente es
el nimero de defectuosos d,, que contiene una muestra de n elementos, es decir,

n

dp(er,...,en) = Zei

i=1

donde e; = 0 6 1, segin que en la i-ésima extraccién hayamos obtenido un articulo bueno o defectuoso,
respectivamente. Hemos visto que la funcién de probabilidad de la variable aleatoria discreta d,, es

P(d, = k) = (Z)pk(l —p)" R =ppn  (k=0,1,...,n)

donde p es la probabilidad de obtener un objeto defectuoso en una extracciéon.

En general, si una variable aleatoria discreta X tiene esta funcién de probabilidad decimos que X tiene
una distribucién binomial con pardmetros n 'y p. En este caso usaremos la notacién X ~ b(n, p)

Si p = 1/2 la funcién de probabilidad es simétrica con respecto a n/2, ya que en este caso P(d, = k) =
P(d,=n-k).
Ejemplo.

Se extraen con reposicién cinco cartas de un juego de barajas. Sea X el nimero de diamantes en la
muestra. ;Cudl es la probabilidad de que haya exactamente dos diamantes entre las cinco cartas? ; Cuél
es la probabilidad de que haya a lo sumo dos diamantes?

» Para responder la primera pregunta queremos calcular P(X = 2), y como la probabilidad de obtener
un diamante en cada extraccién es 1/4 tenemos:

- () () (0 o
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Dist. Binomial con p=0.1, n=20 Dist. Binomial con p=0.5, n=20 Dist. Binomial con p=0.8, n=20
§ u T’.oo.o.o.o..... § 7....,T‘ [T’.... § Q.Q.Q.Q.Q..’T‘ ‘r
o 5 » B 6o 5 w 1 6 5 w 1
Valores Valores Valores
Figura 4.11: Distribucién binomial para n = 20 y tres valores de p.
Dist. Binomial con p=0.5, n=10 Dist. Binomial con p=0.5, n=20 Dist. Binomial con p=0.5, n=40
§ o * I X ? e § 70000’T‘ [T’.... § ——’T L
o 2z 4 b & 1 6 s w 15 6 1 o w
Valores Valores Valores
Figura 4.12: Distribucién binomial para p = 0.5 y tres valores de n.
Para la segunda pregunta tenemos que:
P(X<2)=P(X=0)4+PX = )+P( =2)
5\ (3Y° (7 3 ’
- \0/) \4 1 4
=0.237 + 0.396 4 0.264
= 0.897
<
Podemos obtener una relacién recursiva entre los términos de la distribucién. Si X ~ b(n, p) tenemos
n
P(X=k+1)= FHL(L — p)nhHd
=k = (1 )=
n! k41 —k
1 _ n
G —Eon 4P
n—k n! D & &
= 1 — n-—
k—i—lk!(n—k)!(l—p)p( 2
n—ks p
= —— |P(X =k). 4.8
o) P =R (48)
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Podemos usar esta relacién comenzando en P(X = 0) = (1 —p)” o en P(X = n) = p" para calcular los
valores de la distribucién.
4.4.4. La Distribucién de Poisson.

Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion de Poisson con pardmetro A\, (A > 0) si
P(X =n)=—ce¢ (n=0,1,2,...).

Esta relacién define efectivamente una funcién de probabilidad ya que, usando el desarrollo en serie de Taylor

de la funcién exponencial,
o0 o0 )\n
Y —A A
ZP(X:n):e Zm:e et =1,
n=0 n=0

y es otro ejemplo de una variable aleatoria que toma valores en un conjunto numerable. Usaremos la notacion
X ~P(N)
Esta distribucion tiene numerosas aplicaciones y gran interés en si misma, pero ademas es util como
aproximaciéon a la distribucién binomial para n grande y p pequeno, hecho que estudiaremos a continuacion.
Consideremos la distribucién binomial cuando n crece y p tiende a cero de manera tal que el producto
np permanece fijo. La distribucién binomial es

Prin = (Z)p’“(l k= Moo L) k,(n SR

multiplicando numerador y denominador por n* y llamando j a np obtenemos

pi = MR D gy

n(n—l)--~(n—k+1)u7k

- nk AL
= (1—711> (1—2)...(1— k;1> %T(l_p)n—k
_(1—i)(1(—£)p-)~k (1—'“;1)12’:(1_]))” 49)

Ahora bien, podemos escribir
(1=p)" =[1—=p) V7" =[1-p)~ /7"

pero por la definicién de e sabemos que
lim (14 2)Y* =e.

z—0

Por lo tanto, si ponemos z = —p obtenemos
lim (1 —p)" = lim[(1 — p) " Y/P]# = e~
p—0 p—0

Ademaés ( 1)( 2) ( . 1)
. - ﬁ 1 - E “ e 1 - % _
i (1—-p)* -
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ya que hemos supuesto que p — 0 cuando n — oo y np = pu permanece constante. Usando estos dos resultados
n (4.9) obtenemos

. etk
lim pgp,=——.
n—o00 ’ k"

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (de Aproximacién de Poisson) Sea X,, ~ b(n,p,) y supongamos que cuando n — oo,
Pn — 0 de modo que np,, permanece constante y es igual a . Entonces, cuando n — oo

k
Pkn = P(Xn = k) - e_luui

k!
Dist. Poisson con lambda=1 Dist. Poisson con lambda=2 Dist. Poisson con lambda=5
wn
q
o ° 4
s 7 . °
&
oS
B g K
2 o s 9 s S
5 o7 5 o 5 ©
© © o
3 3 8
3 S o S
a [ a
- | s 8
o © S
8 |
| : T ‘ ‘
= Peosoosee 8 Teeooeoe S |t TT.
T T T T T T T °© T T T T T T T [S) T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Valores Valores Valores

Figura 4.13: Distribucién de Poisson para tres valores de .

Ejemplos.

1.

Las llamadas que se reciben en una central telefénica por minuto tienen distribucién de Poisson con
parametro u = 4. Si la central puede manejar un maximo de seis llamadas por minuto, ;cudl es la
probabilidad de que la central sea insuficiente para atender las llamadas que llegan en un minuto?

Sea X el nimero de llamadas que se reciben en un periodo de un minuto. Calculemos primero

6 6 —ayi
4
P(X<6)=Y P(X=i)=) " = 0889,
i=1 ’

. )
=0

por lo tanto
P(X>6)=1—-P(X <6)=1-0.889 =0.11.

<

Se toma una muestra de 400 fusibles fabricados usando un procedimiento que, en promedio, produce
1% de fusibles defectuosos. ;Cudl es la probabilidad de que, a lo sumo, haya 5 fusibles defectuosos en
la muestra?

Sea X el niimero de fusibles defectuosos en la muestra. Sabemos que X tiene una distribucién binomial
con n = 400, p = 0.01 y deseamos calcular

5

P(X<5) =Y P(X=i)=)Y_ <4?0> (0.01)%(0.99)*00~¢

5
i=0 i=0
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y el calculo de esta suma es trabajoso. Por lo tanto utilizaremos la distribucién de Poisson con parametro
u=mnp =400 x 0.01 =4,

para aproximar la distribuciéon binomial.
5  —dyi 2 3 4 5
e %4 4 4 4 4
(X<5) ; ¢ (+ +2+6+24+120)

= 0.785.

<

Para la distribucion de poisson también hay una relaciéon recursiva que permite calcular sus valores. Si
X ~ P(A) tenemos
P(X=i+1) e /3G +1)! A
P(X =1) e~ /i i+l

es decir,

P(X=i+1)=

_ 0. '
z—l—lP(X i), >0 (4.10)

4.4.5. La Distribucién Hipergeométrica.

Hemos visto que el problema relativo al niimero de componentes defectuosos obtenidas al realizar un
muestreo al azar con reposicién, nos lleva a una variable aleatoria con distribuciéon binomial.

Si realizamos un muestreo al azar pero sin reemplazar los componentes que son extraidos, la variable
aleatoria que representa el nimero de componentes defectuosos tiene una distribucién distinta a la binomial,
que se conoce como distribucion hipergeométrica.

Supongamos que en total hay n objetos de los cuales r son de tipo I (por ejemplo, defectuosos) y n—r son
de tipo II (por ejemplo, en buen estado). Extraemos un grupo de k elementos de esta poblacién y llamamos
X a la variable aleatoria que representa el nimero de objetos de tipo I en la muestra. Queremos calcular la
funcién de probabilidad de X, es decir:

P(X =)

donde j puede ser cualquier entero entre 0 y el menor entre k y r. Para hallar esta probabilidad observamos
que el grupo de objetos que hemos escogido tiene j objetos de tipo I y n — j objetos de tipo II. Los de tipo
I se pueden escoger de (;) maneras distintas mientras que los de tipo II en (Z:;) maneras distintas. Como
cada seleccién de j objetos de tipo I se puede combinar con cualquier seleccién de (n — j) objetos de tipo II

tenemos que:
() =5)

(%)

Usando propiedades de los niimeros combinatorios es posible reescribir la férmula anterior:

L]

P(X:j): : (n)

Estas probabilidades estan definidas sélo si j es menor que r y k, pero si definimos:

P(X =) =

(Z) =0 cuandob>a

las expresiones anteriores dan P(X = j) =0 cuando j > r 6 j > k.
Ejemplo.
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Dist. Hipergeom. con n=15, r=10 Dist. Hipergeom. con n=20, r=10 Dist. Hipergeom. con n=30, r=10
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Figura 4.14: Distribucién Hipergeométrica para r = 10 y tres valores de n.

» Como ilustracién consideremos el ejemplo de una poblacién de 100 personas de las cuales 10 tienen
miopia. La probabilidad de que haya a lo sumo dos personas miopes en un grupo de 10 escogidos al
azar y sin reemplazo es:

(10)( 90 )
i/ \10—j

=0.94
j=0 (11000)

4.4.6. La Distribucion Geométrica

Consideremos un fusible eléctrico que no se deteriora con el paso del tiempo pero que se quema debido
a fallas en la corriente eléctrica que ocurren al azar pero en forma homogénea en el tiempo. El fusible es
observado cada dia y llamaremos X al niimero de dias que transcurren hasta que el fusible falla, suponiendo
que el dia cero el fusible es nuevo. Queremos hallar la funcién de probabilidades de X.

Igual que en el caso del tiempo de vida de un componente electrénico que estudiamos en el ejemplo 3.3.1,
la idea de que el fusible no se deteriora con el paso del tiempo se puede expresar con mayor precisioén de la
manera siguiente: si sabemos que el fusible no ha fallado antes o durante el dia n, es decir, X > n, entonces
la probabilidad de que no falle hasta después del dia n +m, P(X > n + m|X > n) debe ser igual a la
probabilidad de que un fusible nuevo el dia n no falle hasta después del dia n + m.

Como las fallas eléctricas que hacen que el fusible se queme ocurren en forma homogénea en el tiempo,
esta probabilidad debe depender solamente del nimero de dias transcurridos, que es m, pero no de n. Por
lo tanto tenemos la ecuacién

P(X >n+m|X >n)=P(X >m)

y usando la definiciéon de probabilidad condicional podemos reescribir esta identidad como
P(X>n+m)=PX>n)P(X>m) n,m=0,1,2,... (4.11)
Si hacemos n = m = 0 obtenemos
P(X >0) = (P(X >0))?

y por lo tanto P(X > 0) =06 1. Si P(X > 0) = 0 entonces P(X = 0) = 1, lo cual es imposible. Por lo
tanto, P(X > 0) = 1.
Llamemos p = P(X = 1), entonces
P(X>1)=1-p

y usando (4.11) con m = 1 obtenemos

P(X>n+1)=(1-p)P(X >n).
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Iterando en n obtenemos que
P(X >n) = (1-p)"

y por lo tanto

para n > 1.

Definicién 4.7 Decimos que la variable aleatoria Y tiene distribucion geométrica si su funcién de probabi-

lidad es
1—p)nt =0,1,2,...
P(Y —n) p(1—p) n =0, :
0 para cualquier otro n

donde 0 < p < 1. Usaremos la notacién X ~ G(p) en este caso.

Observamos que en el ejemplo anterior la variable X tiene distribuciéon geométrica.

Dist. Geométrica con p=0.1 Dist. Geométrica con p=0.3 Dist. Geométrica con p=0.5
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Figura 4.15: Distribuciéon Geométrica para tres valores de p.

4.4.7. La Distribucién Binomial Negativa.

Esta distribuciéon también se conoce como la Distribuciéon de Pascal y aparece en el contexto de una
sucesion de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, cuando nos hacemos una pregunta similar a la
realizada para la distribucién geométrica, pero en lugar de preguntar por el nimero de ensayos necesarios
para lograr el primer éxito, preguntamos por el niimero de ensayos necesarios para lograr k éxitos.

Sea X la variable descrita anteriormente. X vale n si y sélo si el k-ésimo éxito ocurre en el n-ésino ensayo,
esto es, en los primeros n — 1 ensayos hay k — 1 éxitos y en el n-ésimo ensayo hay un éxito. La probabilidad
de esto ultimo es p, mientras que la probabilidad de tener k — 1 éxitos en n — 1 ensayos es una distribucion

binomial:
n—=1\ i1 i
(h 7)o

Como los ensayos son independientes, tenemos que la probabilidad P(X = n) es el producto de las dos

expresiones anteriores, es decir,
n—1
P(X =n)= gk
(X =n) ( b 1)10 q

Ejemplo.
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Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=2 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=5 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=10
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Figura 4.16: Distribucién Binomial Negativa con p = 0.5 para tres valores de k.

Un pescador va todos los dias al muelle y se queda pescando hasta que hayan pasado dos horas o hasta
que logre pescar un pez. Si la probabilidad de que no pesque nada es 0.6, jcudl es la probabilidad de
que tenga que esperar cinco dias para pescar tres peces?

» Sea X el ntmero de dias necesarios para pescar tres peces. Esta variable tiene distribucién binomial
negativa con parametros 3 y 0.4, por lo tanto

P(X =5) = (g) (0.4)*(0.6)* = 0.138

4.5. Variables Aleatorias Continuas.

Las variables aleatorias que hemos estudiado en las secciones anteriores tipicamente representan el niimero
de objetos que poseen una cierta propiedad, como por ejemplo el nimero de objetos defectuosos en una
muestra de tamano n.

Hay muchas situaciones en las cuales las variables aleatorias que debemos considerar toman valores
continuos en lugar de discretos. Por ejemplo, en el capitulo anterior consideramos el tiempo de vida util T'
de una maquinaria y obtuvimos, bajo ciertas condiciones especificas, que esta variable T satisface

P(T > x) =e 7, para z > 0 y algin A > 0.

Esta es una variable aleatoria que puede tomar cualquier valor real positivo, y por lo tanto no esta concentrada
en un conjunto numerable de valores. Mas atin, para cualquier z > 0 se tiene que

P(T =2z)=0 (4.12)

es decir, que la probabilidad de que la variable aleatoria tome cualquier valor fijo es 0.
En este caso, la funcién de distribucién de T es

0 six <0
Fl)=P(T<z)=1-P(T>z)=< -
(z) (T<a) ( ) {1—6‘”, sixz >0
que es una funcién continua cuya grafica es:
En general diremos que una variable aleatoria X es continua si su funcién de distribucién lo es. Por (4.7)
esto equivale a pedir
P(X =x)=0, para todo z € R.
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Figura 4.17

Ejemplo.

Consideremos el experimento que consiste en escoger un punto al azar en un disco D de radio R
con centro en el origen. Interpretaremos la expresién “al azar” como equivalente a “si A y B son
subconjuntos del disco con igual drea y w es el punto que se escoge al azar entonces P(w € A) = P(w €
B)”. Como conclusién, la probabilidad de que el punto escogido esté en un subconjunto A del disco
debe ser proporcional al drea de A:

Pwe A)=C|A|

donde C es la constante de proporcionalidad y |A| representa el drea del conjunto A. Como
PlweD)=1=C|D|

obtenemos que
1 |A]
C=— y PlweAd)=1—.
|D| 1D
En el razonamiento anterior hay un punto fundamental que hemos pasado por alto y es el concepto de
area de un subconjunto de D. ;{Qué es el drea de un subconjunto de A C D?

Si A es una figura geométrica elemental, como un rectdngulo o un circulo, sabemos calcular, con exac-
titud, su drea, pero jqué sucede con conjuntos mas complicados? Para citar un ejemplo consideremos
el conjunto

{w € D : la primera coordenada de w es racional}.

,Cémo se define en este caso el area del conjunto?

La resolucién de este problema requiere herramientas matemaéticas de la Teoria de la Medida, que estan
més alld del nivel de este curso. Nos limitaremos a decir que existe una o-algebra F de subconjuntos
de D (o més generalmente de R?) y una funcién no-negativa m definida sobre ella que es o-aditiva y
que coincide con la nocién de area para todas las figuras elementales.

En particular, si A es un circulo entonces sabemos calcular P(w € A), y esto va a ser suficiente para
el ejemplo en cuestion.

Sobre este espacio D definimos la variable X como la distancia del punto escogido al origen y calcu-
laremos su funcién de distribucién. Si 0 < z < R, el evento

{w: X(w) <z}



4.6. DENSIDADES.

es el disco del plano que esta centrado en el origen y tiene radio x. Su 4rea es wx2. Por lo tanto

7TLL'2 .’L‘2

0<z<R.

Ademds, si z < 0 entonces P(X <) =0y si # > R entonces P(X < x) = 1. Por lo tanto

0, siz <0,
F(z) =4 2?/R?, si0 <z <R,
1, six > R,

que es una funcién continua, de modo que X es una variable aleatoria continua. La gréfica de F es

Figura 4.18

<
Es importante observar que, de acuerdo a las definiciones que hemos dado, hay variables aleatorias que
no son discretas ni continuas, es decir, hay variables aleatorias que ni toman tnicamente valores en un
conjunto numerable, ni tienen funciones de distribucién continuas. Por ejemplo, la variable aleatoria
correspondiente a la funcién de distribucién que representamos en la figura 4.19 estd en esta clase.

F(x)
1 -

/
/

/

Figura 4.19

4.6. Densidades.

Definicién 4.8 Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'. Decimos que F' tiene densidad
o es absolutamente continua, si existe una funcién f no negativa tal que

F(z) = /_x f(t) dt, para todo = € R. (4.13)
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La funcién f se llama la densidad de la funcién de distribuciéon o de la distribuciéon de probabilidad o de la
variable aleatoria X.

De la propiedad 2 de la proposicién 4.3 resulta que

/ f@t) dt =1. (4.14)
Ademds, si f es continua en un punto xg, F' es derivable en xg y

F'(x0) = f(x0).

En efecto,

. ~ P(e zoth Zo
F( 0+h})L F(z) f(xO)flz</oo f(®) dt—[wf(t) dt) — f(zo)

zo+h
—i [ s - s

0

Dado ¢ > 0, como f es continua, existe § > 0 tal que
|t —xo| <0 = [f(t) — flzo))| <e
y en consecuencia, si |h| < § entonces

F(xo-i-h) —F(.To)
h

zo+h
—ﬂm)ﬁT%/’ F(8) — f(xo)] di

1 .Lo-‘rh
Sm/ edt=¢
Zo

y esto demuestra el resultado.
También se tiene que

P(a<X§b):P(ng)—P(Xga):F(b)—F(a):/bf(t) dt.

Geométricamente, por lo tanto, la probabilidad de que la variable aleatoria X pertenezca al intervalo (a, b]
es el drea comprendida entre la gréfica de la funcién f, el eje x y las verticales por a y b.

a 0 b x

Figura 4.20
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La funcion f puede, en general, ser bastante complicada. A lo largo del curso nos limitaremos a considerar
funciones suficientemente regulares como para poder manejarlas con las nociones bésicas de calculo diferencial
e integral. Estas funciones f seran continuas, salvo a lo sumo en un ntmero finito de puntos. En cualquier
caso, admitimos como resultado que si F' tiene densidad, entonces F' es una funcién continua en todo punto,
y por lo tanto X es una variable aleatoria continua.

Reciprocamente, si f es una funcién no-negativa que verifica la condicién (4.14), la funcién F definida
por (4.13) es una funcién de distribucién, es decir, que satisface las condiciones 1, 2 y 3 de la proposicién
4.3. En efecto, sea x < y, entonces

) - F) = [ swa— [ gwa= [ 50 azo

porque f es no-negativa. Esto muestra que F(x) < F(y) y la condicién 1 es védlida. La condicién 2 es
inmediata y en cuanto a la continuidad por la derecha consideremos

3:+71l
F(:c—i—l/n)—F(x):/ f(¢) dt

y esto tiende a cero cuando n — oo ya que f es integrable.
De modo que decir que f es una densidad de probabilidad no es otra cosa que decir que f es no-negativa
y verifica (4.14).

4.6.1. La Distribucién Uniforme.

Definicién 4.9 Una variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b] si para cualquier
intervalo I contenido en [a, b] se tiene que P(X € I) es proporcional a la longitud de I. Usaremos la notacion
X ~ Ula,b] en este caso.

Hemos considerado anteriormente esta distribucién de probabilidad cuando estudiamos el problema del
error de redondeo al truncar un nimero en su parte entera.
Podemos calcular la funcién de distribucién de X,

Fx(z) =P(X € [a,z]) = K(z — a)
donde K es la constante de proporcionalidad. Como
Fx(b)=P(X € a,b]) =1

obtenemos )

b—a’

Kb—-a)=1 de donde K=

En consecuencia la distribucién de probabilidad de X es la siguiente

0, six <a,
Fx(z) = ¢ =2, sia<x<b,
1, six >b.

Esta distribucion tiene como densidad la funcién fx definida por

0, six <a,
fx(@) =4+, sia<z<b,
0, sixz > b,
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F
f(@) @)
1 —
1]
b—a
L T ‘l/ T
a b T a b T
Figura 4.21

ya que se verifica inmediatamente que

Fx(z) = / fx () dt para todo z € R.

En la figura 4.21 representamos las gréficas de estas funciones. Usaremos la notacién X ~ UJa, b]
Ejemplo.

ii.

Entre las 7 y las 8 de la manana los trenes salen de cierta estacién de metro cada 10 minutos a partir
de las 7:03. Calcule la probabilidad de que una persona que llega a la estacion tenga que esperar menos
de 2 minutos por el tren si la llegada de la persona a la estacién tiene distribucién uniforme en el
intervalo:

. de 7 a8 am.

de 7:15 a 7:30 a.m.

Para que una persona espere menos de dos minutos tiene que llegar a la estacién en uno de los intervalos
de la forma (¢ — 2,¢) donde ¢ es uno de los instantes en los cuales parte un tren.

En el primer caso los intervalos de interés son

(7:01, 7:03)  (7:11, 7:13)  (7:21, 7:23)
(7:31, 7:33) (7:41, 7:43) (7:51, 7:53)

Sea B la unién de estos intervalos. Sabemos que la distribucién del tiempo de llegada es uniforme en
[7:00,8:00] y deseamos calcular la probabilidad de que X € B. Como la longitud total de B es 12
minutos tenemos

longitud de B 12 1
P D) =" =65

En el segundo caso, usando una notacién similar tenemos

B=(7:21,7:23),

de modo que

2
P(X€B)= .
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f Y
a—07T a a-+o t

Figura 4.22

4.6.2. La Distribucién Triangular.

Una distribucién que se presenta con frecuencia en las aplicaciones es aquella que tiene densidad triangular
simétrica, como la que se representa en la figura 4.22. Hay un punto a de méxima densidad y puntos a—9, a+4
equidistantes de a, entre los cuales toma su valor la variable aleatoria en cuestion. Entre el punto medio y

los extremos, la densidad f varfa linealmente.
El valor f(a) tiene que ser tal que el drea del tridngulo sea 1, es decir

1

[ swa=sr@=1 > s@- 3.

Por lo tanto la funcién de distribucién es

F(x)=0, siz<a—9

F(z)=1, siax>a+},
ysia—d<z<a

F@ = [ fwa= [ o
—00 a—9o

que es al drea del tridngulo pequetio indicado en la figura 4.17, es decir

1

Fla) = 5@ — (0= 6)/(2)
(z —(a—9))

Sia<x<a+d, usando la simetria del tridngulo,

Fla) =1~ g(a+—x)f()

_q 1(a4d—=)?
N 2 52 '
Resumiendo
0, six <a-—29,
B %, sia—4d <z<a,
F(,T) - 1 (a+6—x)? -
e sia<zx<a+d,
1, sixz>a-+9.

cuya grafica es
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a—20 a a-+9 T

Figura 4.23

4.6.3. La Distribucién Exponencial.

Definicién 4.10 Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion exponencial si

P(X>z)=e (x>0)

donde X\ > 0. Por lo tanto, la funcién de distribucién respectiva es

0 siz <0
F =PX<z)=1-PX =<7
x(@) (X =) (X > ) {1—6)“”, sixz > 0.
F(x)
1_
0 .

Figura 4.24

y la densidad de esta distribucién es

0, six <0
fx(@) = {/\e”, siz > 0.

Usaremos la notacién X ~ £(A). Una propiedad importante de la distribucién exponencial es la siguiente
para a y b no negativos

P(X >a+b)=P(X >a)P(X >b). (4.15)

La verificacién de esta propiedad es inmediata a partir de la definicién. Una forma equivalente de escribir
esta propiedad es

P(X>a+bX>a)=P(X >b), a>0, b>0, (4.16)
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que ha sido interpretada en ocasiones anteriores como una formulacién precisa de la distribucién del tiempo
de vida de un objeto que “no envejece” con el paso del tiempo, o de la “falta de memoria” de esta distribucion.
Mas atin, en el ejemplo 3.1.3 vimos que si (4.16), o equivalentemente (4.15), es cierto entonces se deduce que

P(X >z)=e¢ (x>0)

para algun A positivo. Por lo tanto cualquiera de las relaciones (4.15) o (4.16) caracteriza a la distribucién
exponencial.

Ejemplos.

1. La distribucién exponencial surge, por ejemplo, en el estudio del tiempo de vida de un material ra-
dioactivo. Si suponemos que la tasa a la cual decae una masa m de material radioactivo es proporcional
a la cantidad de material presente en el instante ¢, entonces m satisface la ecuacién

dm

oM

donde A es una constante que depende del material. La solucién de esta ecuacién es

m = My e M,
En efecto, la derivada de esta funcién es
dm v
— =mge” "(—A) = —Am,
M o ()

donde my es la cantidad de material en el instante ¢ = 0. La proporcién de material original que
ha decaido en ¢ unidades de tiempo estd dada por (mg — m)/mg, que puede ser interpretada como
la probabilidad de que un atomo seleccionado al azar entre el material original decaiga durante un
periodo de tiempo ¢. Si X representa la vida de este atomo,

mo —m —\t

Fyx(z)=P(X <t) = —l-¢

mo
de modo que X tiene distribucién exponencial. <

2. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0, 1). Hallar la densidad de

-1
Y:TIH(le) para A > 0.

» Sea G la funcién de distribucién de Y, como esta variable sélo toma valores positivos tenemos que
G(y) =0 paray < 0. Paray >0

Gly)=PY <y)=r (;\lln(l - X)< y)
= P(In(l1-X)>-Xy) = P(1 - X > e ™)
=P(X<l-eM)=1-—¢

y por lo tanto G’(y) = Ae™ ™ para y > 0y G’(y) = 0 para y < 0. En consecuencia, la densidad de Y’
estd dada por

9(y) =

Ae= M siy>0
0 siy <0

es decir, Y tiene distribucién exponencial con pardmetro . <
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4.6.4. La Distribucién Normal.

La funcién de distribucién normal con pardmetros 1y o2 (cuyo significado veremos més adelante), es
aquella que tiene densidad
—(y— u)2>

) 1
n(y;u,d):mgem 5 52

Dado que esta funcién nunca es negativa, para ver que es efectivamente una densidad de probabilidad
debemos probar que

/ n(y; p,0%) dy =1,

—00
haciendo el cambio de variables z = (x — ) A/20 resulta

o | >
/ n(y;u,UQ)dy=/ mae‘zo\/idz

1 [ .
:ﬁ[me dz. (4.17)

Una manera de calcular esta ultima integral es la siguiente. Sea C,. el disco con centro en el origen y radio
ry C! el disco con el mismo centro y radioy/2r. Sea D, el cuadrado con centro en el origen y lado 2r (ver
figura 4.24).

zP
N

D,

— r —

Figura 4.25

Dado que el integrando comtn en las integrales siguientes no es negativo, tenemos que

// e~ W) gy du < // e~ @) du du < // e~ W) g do (4.18)
c D c

/
r r r

r r r 2
// e~ ) gy dy = / efugdu/ e~V dy = (/ e“2du> .
D, —r —r —r

Consideremos ahora la integral de la izquierda en (4.18). Pasando a coordenadas polares p, 6 por medio
de la transformaciéon u = p cos#, v = psen 6, obtenemos

2m r
// e~ W) gy dv:/ d0/ 67’02p dp
., 0 0
J
1
=or [2(1 - e—rz)}

=x(l- e_T2).

y ademas

1
=27 [e”2
2




4.6. DENSIDADES. 123

De forma andloga, cambiando r por\/ir resulta

// e~ ) gy dy = (1 — 6_2’“2).
c

’
r

r 2
m(l— e_rz) < (/ e_“zdu) <7(l- e_2r2)7

—r

oo 2
T < (/ e_“zdu> <7

/ e~ du =\/T.

— 00

Reemplazando en (4.18)

haciendo r — oo
y por lo tanto

Sustituyendo en (4.17) resulta
/ n(y; p,0°) dy = 1.

—o0

Si X tiene distribucién normal de pardmetros p y o usaremos la notacién X ~ N(u,02). En el caso =0
y 02 = 1, la densidad n(y; 0, 1) se conoce como la densidad normal estandar o tipica, y se denota usualmente
por ¢, de modo que

1
o(x) = —e /2, —00 < T < 00.

En la Figura 4.25 representamos la densidad normal para pu = 0 y tres valores de o: 0.5, 1 y 2. Estas
densidades son claramente simétricas respecto al origen. La funcién de distribucién correspondiente a la
densidad ¢ se denota usualmente por ®. Esta distribucién no tiene una férmula sencilla y debe ser calculada
numéricamente. Es posible calcular los valores de esta funcién en R usando la funcién dnorm cuyos pardmetros
sonx, =0, oc=1.

Como ¢ es simétrica respecto al origen tenemos que

o(—z)

owar= [ o) ay

/_Z¢<y> dy—/_;my) dy
—1- ()

de modo que para cualquier valor de z se tiene ®(—z) = 1 — ®(x) y esta férmula nos permite obtener el
valor de ®(—=x) a partir del valor de ®(x). Por lo tanto bastaconocer los valores de ®(x) para x > 0.

Sea X una variable aleatoria con densidad ¢ y consideremos Y = u + 0 X, donde o > 0. En la préxima
seccién demostraremos que Y tiene como densidad a la funcién

N2
ﬁ exp <(y20/;) ) = n(y; p, 0°) (4.19)

y este hecho nos permite calcular cualquier distribucién normal a partir de ® ya que

g

P(ng):P(u+oX§y):P(X§y;”>:<1>(y_u>.
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Figura 4.26

Por lo tanto, si Y tiene una distribucién con densidad n(y; u, 0?) y a < b entonces

P(agygb)q><b_“>@<“_’“‘).

(2 g

Por ejemplo, supongamos que Y tiene una distribucién normal con pardmetros u = 0.5y ¢ = 4 y queremos
calcular la probabilidad de que —0.5 <Y < 2.4:

1 -1
P(-05<Y <25)=9® (2> -0 <4) = 0.6915 — 0.4013 = 0.2902.

4.7. Cambio de Variable.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién continua y ¢ : R — (a,b) una funcién biyectiva
con derivada continua y que no se anula (es decir, ¢’(x) # 0, para todo € R). En estas condiciones g es
una funcién estrictamente monétona cuyo rango es justamente (a,b). El intervalo (a,b) puede ser también
una semirecta o la recta entera. Consideremos la nueva variable aleatoria Y = ¢g(X) en el caso particular
cuando g es creciente.

Proposicion 4.5 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx y sea g una funcion estric-
tamente creciente. Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcidén de distribucidn de esta variable. Entonces

Fy(y) = Fx(97'(v))- (4.20)

Demostracién. Como g es estrictamente creciente los eventos {X < g7 (y)} y {9(X) < y} son iguales. Por
lo tanto,
Fy(y)=P(Y <y)=P(g(Y) <y)=P(X < g '(y) = Fx(9 ()
|
Si g es estrictamente decreciente entonces Fy-(y) = 1 — Fx (g7 (y)).

Corolario 4.1 Sea F una funcion de distribucidn estrictamente creciente para los y tales que 0 < F(y) < 1
y sea U ~U[0,1]. Entonces la variable Z = F~1(U) tiene distribucién F.

Demostracién. La funcién de distribucién de U es Fyy(u) = u para u € [0, 1]. Entonces
Fy(2) = Fu(F(2)) = F(2) (1.21)

de modo que Z tiene funcién de distribucién F. [ |
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Observaciéon 4.2 El resultado anterior es cierto en general si utilizamos la inversa generalizada F~ de la
funcién F' cuando esta no sea estrictamente creciente, que se define por la siguiente expresién:

F=(y) = mf{z : F(z) = y}

Por lo tanto, para cualquier funcién de distribucién F, la variable aleatoria Z = F* (U) tiene funcién de
distribucién F'.

Proposiciéon 4.6 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion continua cuya distribucion de
probabilidad tiene densidad fx y g : R — (a,b) una funcidn biyectiva con derivada continua y que no se
anula (es decir, ¢'(z) # 0, para todo x € R). Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcidn de distribucidn de
esta variable. Entonces Y tiene densidad

B fX(g_l(y))ﬁ7 siy € (a,b),
My)_{o, )

donde g~ denota la funcién inversa de g.
Demostracion. En efecto, sea a < yg < b y supongamos que g es creciente,

9~ (yo)

PO <) =PX <o ) = [ fxlo) da.
Y
y=g(z)
Yo
g o)

Figura 4.27

Haciendo el cambio de variables y = ¢g(z) en esta integral, obtenemos

Yo 1
P(Y <yo)) = fx (671 ) 57— dv-
a 9' (97 (y))
Ademas, es inmediato que
i <
P sy =t SmE
1, siyo>b.
En cualquier caso resulta
Yo
PO <) = [ fv(w) dy.

donde fy (y) es la funcién indicada anteriormente. [ |

Por ejemplo, si y = g(z) = mz 4+ ¢ donde m y ¢ son constantes tales que m # 0 entonces la variable

Y=g(X)=mX+c
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tiene densidad

fY(y):%fX (yn_f), —00 < Y < 00.

En el caso particular de la distribucién normal, si X ~ AN(0,1) con densidad ¢(z), la variable Y = py + o X

tiene como densidad ) . ( 2
—¢ (y “) = exp <—H) = n(y; p,0°)
oV 1w

o o 202

como afirmamos en (4.19).

4.8. Simulacion de Variables Aleatorias.

Los generadores de numeros aleatorios simulan valores de la distribucién U[0, 1]. El Corolario 4.1 y la
Observacién 4.2 nos dan un método para simular una variable aleatoria con funcién de distribucién F:
Generamos el valor u de una variable uniforme en [0, 1] y evaluamos la inversa generalizada en u: F~ (u). Sin
embargo, dependiendo de la naturaleza de la funcién de distribucién F', es posible que la inversa generalizada
tenga una expresién complicada o incluso no sea posible escribirla en términos de funciones elementales, como
ocurre en el caso de las variables Gaussianas. Por esta razén hay métodos ad hoc que resultan més eficientes
en muchos casos.

4.8.1. Variables Discretas

Si queremos simular una variable aleatoria finita X con valores z1,...,xz, y probabilidades respectivas
P1,---,Pn, podemos dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos usando las probabilidades p;:
[0,p1); [p1,p1 + p2); [p1 + p2,p1 + P2 + P3); {ij,l]
j<n

Ahora generamos una variable U con distribucién uniforme en [0, 1] y si el valor cae en el i-ésimo intervalo
le asignamos a X el valor x;. Como la probabilidad de que U caiga en el intervalo ¢ es igual a la longitud del
intervalo, que es p;, vemos que

P(X =a;) = py, paral <i<n.

Este método se conoce como el método de la transformada inversa. Desde el punto de vista computacional
es conveniente ordenar los valores segin el tamano de las p;, colocando estas probabilidades de mayor a
menor, porque para identificar el intervalo en cual cae U tenemos que comparar con p;, luego con p; + pa, y
asi sucesivamente hasta obtener el primer valor menor que U. Ordenar las probabilidad hace que se maximice
la probabilidad de que U esté en los primeros intervalos, y esto reduce el nimero de comparaciones que hay
que hacer en promedio para obtener el valor de X.

Este método también funciona para variables discretas con una cantidad infinita de valores. La misma
observacion sobre el ordenamiento de los valores de las probabilidades es valida.

Distribuciéon de Bernoulli

Un caso particular sencillo es el de la distribucién de Bernoulli con probabilidad de éxito p. Para generar
un valor de la variable X con esta distribucién, generamos U y si U < p, X =1y si no, X = 0.

Distribucién Uniforme Discreta

Sea X una variable aleatoria que toma valores {x1,z2,...,2,} con igual probabilidad. Para simular esta
distribucién generamos un nimero aleatorio U € (0, 1], dividimos el intervalo [0, 1] en n intervalos iguales y
le asignamos a la variables el valor xj, si

k-1 k

<U<L—
n n
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es decir, el valor de la variable es X con k = [Un], donde [a] es la funcién techo y representa el menor
entero que es mayor o igual a a.

Distribucién Binomial

Una manera sencilla de simular una variable con distribucién binomial de pardmetros n y p es generar n
variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sumarlas. Esto resulta un poco pesado si n es grande,
pero en este caso podemos usar el Teorema Central del Limite, que estudiaremos més adelante.

Otra posibilidad es usar el método de la transformada inversa junto con la relacién (4.8) que demostramos
anteriormente. Para esto generamos una variable uniforme U y comparamos con P(X = 0) = (1 —p)™. Si
U es menor que este valor ponemos X = 0, en caso contrario multiplicamos P(X = 0) por pn/(1 — p) para
obtener P(X = 1) y comparamos. Si U es menor que este valor ponemos X = 1, en caso contrario repetimos
el procedimiento hasta conseguir el valor de X. El algoritmo se puede describir como sigue:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.

Paso 2: Ponemos a =p/(1 —p); b=(1—p)"; c=b;i=0.
Paso 3: Si U < ¢ ponemos X = ¢ y paramos.

Paso4: b=ab(n—19)/(i+1);c=c+bji=i+1.

Paso 5: Vamos al paso 3.

Distribucién de Poisson

Al igual que para la distribucién binomial, la relacién (4.10) permite aplicar el método de la transformada
inversa para generar la distribucién de Poisson. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.
Paso 2: Ponemos a =e™?; b=a;i=0.

Paso 3: Si U < b ponemos X =i y paramos.
Paso4: a=Xa/(i+1);b=b+a;i=1i+1
Paso 5: Vamos al paso 3.

Distribucion Geométrica

Una manera de generar variables con distribucién geométrica es generar una sucesiéon de variables de
Bernoulli hasta obtener el primer éxito, es decir, generamos una sucesién de nimeros aleatorios en [0, 1]
hasta obtener el primero que sea menor que p. Sin embargo, si p es pequeno esto puede ser lento (toma en
promedio 1/p pasos). Para evitar esto podemos seguir el método alternativo que describimos a continuacién.
Sea X una v.a. con distribucién geométrica de pardmetro p, 0 < p < 1 y sea u un niimero aleatorio en [0, 1].
Definimos Y como el menor entero que satisface la desigualdad 1 — ¢* > u. Entonces

PY=j)=P1l-¢ >u>1-¢7"

=¢ - = 1-qg=¢""

b,

de modo que Y también tiene una distribuciéon geométrica de parametro p. Por lo tanto, para generar Y
basta resolver la ecuacién que la define, es decir,

re Vogl(;gq U)J

pero como 1 — u y w tienen la misma distribucién, podemos usar
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Distribucién Binomial Negativa

Observamos que una variable con distribucién binomial negativa de parametros k y p es la suma de k
variables geométricas con parametro p: una por cada éxito en la sucesién de ensayos. Esto lo veremos con
mayor detalle en el préximo cap”itulo. Esta observacion es util para generar variables con esta distribucién:
si u;, j = 1,...,k son nimeros aleatorios en [0,1], la siguiente expresién produce el valor de una variable
con distribuciéon binomial negativa:

4.8.2. Variables Continuas

Si X es una variable continua con funcién de distribuciéon F' invertible, para simular X basta generar
una variable uniforme U y poner X = F~}(U). Esto es consecuencia del corolario 4.1. Sin embargo, con
frecuencia las funciones de distribucién continuas no son invertibles o si lo son, es posible que las inversas
no tengan una expresion en términos de funciones elementales. Por esta razén estudiamos a continuacion
algunas de las distribuciones continuas que hemos considerado anteriormente.

Distribucién Uniforme

Si queremos simular la distribucién U[a,b] generamos u uniforme en [0, 1] y usamos la transformacién
ura+ulb—a).

Distribucién Exponencial

Para simular variables con distribucién exponencial usamos la relacién que obtuvimos en la seccion 4.6.3:
SiU ~U(0,1) entonces X = —In(1 —U)/A ~ E(A). Observamos ahora que si U tiene distribucién uniforme
en (0,1), 1 — U también. Por lo tanto, para simular esta distribucién a partir de una variable U ~ U(0, 1)
hacemos la transformacién —In(U)/A\.

Distribucién Normal

La funcién de distribucién normal ® no se puede escribir en términos de funciones simples, y lo mismo
ocurre con su inversa, lo que dificulta la aplicaciéon del método de la transformada inversa. Sin embargo
existen otros métodos y uno de los mas populares es el de Box-Muller, también conocido como el método
polar.

Aun cuando la justificacién del método no es complicada, requiere algunos conceptos que no hemos
introducido, asi que vamos a describir el método sin demostrar que efectivamente lo que obtenemos es el
valor de una variable normal. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos variables uniformes Uy y Us.

Paso 2: Ponemos V; =2U; — 1; Vo = 2U, — 1; S = V2 + V2.
Paso 3: Si S > 1 regresamos al paso 1.

Paso 4: X y Y son variables normales tipicas independientes:

—2log S —2log S
X =/ =22y, Y =/ —=2W.
g 1, g 1

4.8.3. Generacién de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis precisa
de la instruccién correspondiente depende de la distribucién, pero todas tienen el formato comtn rdist, donde
dist designa la distribucién; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribuciéon normal usamos rnorm.
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Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios parametros. La tabla que presentamos a
continuacion presenta las distribuciones mas comunes, los pardmetros requeridos y sus valores por defecto.
n representa siempre el tamano de la muestra.

Distribucion Funcién en R

Binomial rbinom(n, size, prob)

Poisson rpois(n, lambda)

Geométrica rgeom(n, prob)

Hipergeométrica rhyper(an, m, n, k)

Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif (,n min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)

Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)

Gamma rgamma(n, shape, scale=1)
‘Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

t rt(n, df)

Fisher rf(n, df1, d4df2)

X2 rchisq(n, df)

Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Ademas, R tiene la funciéon sample que permite obtener muestras con o sin reposiciéon de conjuntos finitos
de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde

= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
= replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente

= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

4.9. Ejemplos.

1. Sea X una variable aleatoria continua con densidad f. Hallar la densidad de la variable aleatoria
Y = X2

» Observamos que como la funcién g(x) = x? no es biyectiva, no es posible aplicar los resultados de

la seccién 4.7. Sean F' y G las funciones de distribucién de las variables X, Y respectivamente. Es
inmediato que G(y) = 0 para y < 0. Paray > 0

Gly) =P <y)=P(X*><y)=P(—/y < X <)
Vi

= F(J5) ~ F(~i) = /_ff(t) i

S— S—

Vi Vi
F(t) dt +/ F(=t) dt
0
VY

(f(t) + f(=1)) dt
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y haciendo el cambio de variable t =4/s obtenemos, para y > 0
Y1
= —_— - d .
Gl = [ 52UV + =) ds
Por lo tanto, la densidad g de Y es
_ s sV +f(=VW),  paray >0
9(y) =
0, paray <0
Observamos que si la densidad f de X es continua, entonces F' es diferenciable y por lo tanto también
lo es GG, de modo que podemos obtener g directamente, derivando G:
d 1
9(y) =G'(y) = —(FY) — F(=Vy) = 5= v) + [ (=Y
() ()dy((f) (=v)) 2\/17((\f) (=v¥))
para y > 0. <
2. Sea X una variable aleatoria con densidad continua f que no se anula. Si F es la distribucién de X,
definimos la variable aleatoria Y por Y = F(X), es decir, usando la notacién de la seccién 4.7, g = F.
Hallar la densidad de Y.
» De nuevo, con la notacién de la seccién 4.7, tenemos que (a,b) = (0,1), g(z) = F(z) y ¢'(z) = f(z).
Por lo tanto, la densidad de Y es 0 fuera de (0,1), y si y € (0,1) entonces la densidad es
1
FET W) 5 =1
fFF=1(y))
Es decir, Y tiene una distribucién uniforme en (0, 1). <
3. Decimos que una densidad es simétrica si f(—z) = f(z) para todo x. Una variable aleatoria X es
simétrica si X y —X tienen la misma funcién de distribuciéon. Demuestre que una variable aleatoria X
con densidad es simétrica si y sélo si su densidad f es simétrica.
» Supongamos primero que X tiene densidad simétrica f, entonces

P-X<2)=P(X>—a)= | f@)dt

- /; f(—t) dt :‘/’”; f(t) dt
=P(X <uz)

de modo que X y —X tienen la misma distribucién. Supongamos ahora que X y —X tienen la misma
funcién de distribucion y por lo tanto la misma densidad g. Definimos

£(2) = 3 (9(a) + ()

Es facil verificar que esta funcién es una densidad simétrica. Ademds

/_; f(t) dt = ;/_;g(t) dt+;[;g(_t)dt

:;/;g(t) dt+;/0:9(t) di

= %P(X <z)+ %P(X > —x)
=P(X <)

de donde se obtiene que f es la densidad de X. <
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Ejercicios
1. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad dada por la siguiente tabla:

z: -2 -1 0 1 2 3 4 5
pi: 0.1 02 015 02 0.1 0.15 0.05 0.05

Calcule las probabilidades de los siguientes eventos:
a. X es negativa. b. X es par. c. X toma valores entre 1 y 5, ambos inclusive.
d. P(X = -2|X <0). e. P(X >2|X > 0).

2. Determine el valor de la constante A para que las siguientes sean funciones de probabilidad.

P(X =) Ai i=1,2,...,n
a. =1i) = .
0 en otro caso.

A/2¢ i=1,2,...
b.P(X:i):{ / PT s
0 en otro caso.
A/3 i=1,3,5,7,....2n—1
c. P(X =i)=¢ A/4 1=2,4,6,8,...,2n
0 en otro caso.
3. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad con Q = {1,2,3,4,5,6}, F = {0,{2,4,6},{1,3,5},Q}, y sean
U, V,W funciones definidas en ) por

Uw)=5w+32, V(w) = {1 S1w ©5 pat, W(w) = w?.

0 siw esimpar,
Determine cuéles de estas funciones son variables aleatorias sobre el espacio de probabilidad €.

4. Determine el valor de la constante C' para que la siguiente sea una funciéon de probabilidad.

P(X:n):L, n € N.
nin+1)
5. (Para qué valores de C'y « es la funcién p definida por p(n) = Cn® para n € N una funcién de
probabilidad?
6. Sea X una variable con distribucién uniforme en el conjunto {1,2,...,50}. Calcule

a. P(X > 15), b. P(2.5 < X <43.2), c. P(X > 20|X > 10), d. P(X <435.6|X > 15).
7. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p dada por:
T, —2 —1 0 1 2 3
p;: 01 0.2 015 0.25 0.15 0.15

Sea Y la variable aleatoria definida por Y = X2. Halle la funcién de probabilidad de Y. Calcule el
valor de la funcién de distribucién de X y de Y en los puntos 1,3/4 y m — 3.

8. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F' dada por
0 paraz <0,

para 0 < x < i

<z< %

<z

F(z) = para

N [E T
NTICINTE

para

Determine la funcién de probabilidad de X.
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9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

En un grupo grande de objetos una fracciéon 6 son defectuosos. Si el nimero de extracciones (con
reposicién) necesarias para obtener el primer objeto defectuoso es una variable aleatoria X con funcién
de probabilidad P(X = j) = A(0.95)771, j=12,...

a. Calcule el valor de A.
b. {Cudl es la proporcién 0 de defectuosos?

c. {Cuél es la probabilidad de que sea necesario examinar més de 20 objetos antes de obtener el primer
defectuoso?

Una caja tiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. Seleccionamos dos bolas al azar con reposicién de la
caja. Sea X el mayor de los dos ntimeros, calcule la funcién de probabilidad de X.

Resuelva el problema anterior para el caso de muestreo sin reposicién.

Para determinar la efectividad de una nueva vacuna contra la gripe se vacunan 10 personas que son
observadas por un periodo de un afio. De ellas, 8 no tuvieron gripe durante este lapso. Si se sabe que
la probabilidad de no tener gripe en un periodo de un ano es 0.5 jcudl es la probabilidad de que 8 o
mas personas del grupo no hayan sufrido la enfermedad si la vacuna no es efectiva?

Considere un cierto defecto en el metabolismo que ocurre en aproximadamente 1 de cada 100 nacimien-
tos. Si cuatro ninos nacen en cierto hospital el mismo dia, calcule la probabilidad de que

a. ninguno tenga el defecto.

b. no méas de uno tenga el defecto.

El nimero de carros que cruzan un puente durante un periodo fijo de tiempo es una variable aleatoria
con distribucién de Poisson. Si la probabilidad de que ningin carro cruce el puente en este periodo es
1/4, halle una expresién para la probabilidad de que al menos dos carros lo crucen.

Lanzamos un dado hasta que la suma de los resultados sea mayor que 6 y sea X el numero de lanza-
mientos necesarios para conseguir esto. Sea F' la funcién de distribucion de esta variable. Determine la
funcién de probabilidad de X y el valor de F parax =1,3 y 7.

En una caja tenemos tres bolas numeradas 1,2 y 3. Sacamos tres bolas con reposicién y llamamos X,
1 =1,2,3 al resultado de la i-ésima extraccién. Sea X el promedio de estas variables:

X =(X1+ X2+ X3)/3.

Determine la funcién de probabilidad de X. Calcule la probabilidad de que exactamente dos extrac-
ciones sean iguales a 3.

Un amigo te propone el siguiente juego: Lanzan una moneda hasta que salga sol. Si el nimero de
lanzamientos es par, ti ganas, si es impar, pierdes. ;Jugarias este juego?

Un vendedor de periédicos compra cada periédico por 1.50 y lo vende por 2.50. Los que no vende los
regresa al distribuidor y recibe 1.25 por ellos. Supongamos que la distribucién de la demanda D es

67101016
k!

Describa la variable aleatoria X que representa su ganancia diaria si compra 10 periédicos cada dia.

Un llavero tiene cuatro llaves de apariencia similar pero sélo una de ellas abre la puerta de cierta
oficina. Se selecciona al azar una llave y se prueba, si no funciona se selecciona al azar una de las
restantes y se prueba de nuevo. Sea X el numero de llaves que se prueban antes de encontrar la que
abre la puerta. Halle su distribucién de probabilidad.
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20. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Poisson de parametro A. jcudl es la probabilidad de
que X tome valor par (considerando a cero como par)?
21. Verifique que las siguientes funciones son densidades y obtenga la funcién de distribucién correspon-
diente.
cos T para 0 < x < m/2 3(1 —2?) para |z| < 1
a. f(z) = b. f(z) =144 .
0 en otro caso 0 en otro caso
22. Sea X una variable aleatoria con valores en [0,1] y funcién de distribucién F(z) = z2. ;Cudl es la
densidad de X? Calcule las siguientes probabilidades:
a. P(3 <X <3, b. P(X > 1/2), c. P(X <3/4|X >1/2).
23. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros u = 12, 02 = 9. Use R para
calcular
a. P(X > 3). b. P(|X — 12| < 4). c. P(|X —10| > 2).
24. Determine el valor que debe tomar la constante A en cada caso para que las siguientes funciones sean
densidad de una funcién de distribucién.
a. f(z) = Ae =0 _oo < 2 < 00, ay @ constantes.
b. f(x) = Az®T, 2 > 29 > 0, « constante.
c. flx)=Az(1—2z), 0<z<1.
d f(x)zﬁ, —00 < T < 00.
25. Sea f(z) = Cxe™®, x > 0 una densidad.
a. Determine el valor de C. b. Calcule P(X < 2). c. Calcule P(2 < X < 3).
26. Halle la funcién de distribucion F' y su grafica si la densidad es
T sio<z<1
a. f(x)=1/2, 0 <x <2. b. f(z) =4’ -~
1(@) / - f(@) {2—:107 sil<zx<2.
27. Si f(x) = %e‘“’/Q, x > 0, halle un ntimero zg tal que P(X > xg) = 1/2.
28. Sea X una variable aleatoria con distribuciéon exponencial de pardmetro A = 0.5. Calcule
a. P(X > 1), b. P(0.5 < X < 1.5), c. P(X >2|X >1).
29. La vida de una mdquina, medida en horas, tiene densidad f(x) = C/x2, = > 100.
a. Calcule C. b. Halle la funcién de distribucién. c. Calcule P(X > 500).
30. La temperatura T' de cierto objeto, medida en grados Fahrenheit, tiene una distribucién normal con
pardmetros 4 = 98.6 y 02 = 2. La temperatura § medida en grados centigrados est4 relacionada con
T por la férmula
5
0= §(T —32).
Obtenga la distribucién de 6.
31. La magnitud v de la velocidad de una molécula con masa m en un gas de temperatura absoluta T’

es una variable aleatoria que, de acuerdo a la teoria cinética de los gases, posee una distribucion de
Maxwell con pardmetro o = (2kT/m)'/?, donde k es la constante de Boltzman. La distribucién de
Maxwell de parametro « tiene densidad

f(x){ ﬂ%x%&xp(i—i) siz>0

=5

siz <0

;Cual es la densidad de la energfa cinética E = mv?/2 de una molécula?
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Halle la densidad de Y = eX donde X tiene distribucién normal con pardmetros p y o2. (Se dice que
la variable Y tiene distribucién lognormal con pardmetros u y o2).

Una senal se codifica como una sucesién de ceros y unos para transmitirla digitalmente. Debido a
imperfecciones en el canal de transmisién cualquiera de estos digitos se recibe erroneamente (uno se
recibe como cero o cero se recibe como uno) con probabilidad p.

a. ;Cudl es la probabilidad de tener al menos un error en una sucesion de n digitos?

b. Para reducir la probabilidad de error cada digito se repite tres veces. cada digito en el trio puede
trasmitirse erroneamente con probabilidad p y tomamos como valor de cada trio al entero que se repita
més veces: 001 lo interpretamos como 0.;Cudl es la probabilidad de que cualquier digito se reciba
erroneamente? ;Cudl es la probabilidad de tener al menos un error en una sucesion de n digitos?

Dos jugadores A y B llevan a cabo una serie de juegos de manera independiente. La probabilidad de
que A gane es p, la de B es ¢ y la probabilidad de un empate es 1 — p — ¢. La serie termina una vez que
alguno de los dos gana una partida. Este es un formato comun para eliminatorias de ‘muerte stubita’.

a. ;Cudl es la probabilidad de que A gane en el n-ésimo juego?
b. ;Cudl es la probabilidad de que A gane la serie?

c. ;Cudl es la probabilidad de que la serie dure n partidas?

Lanzamos un dado repetidamente hasta obtener un seis. Sea A,, el evento que ocurre si el primer seis
aparece en el n-ésimo lanzamiento y B el evento que el niimero de lanzamientos requeridos sea par.
Hallar P(B) y P(A,|B).

Sea X ~ b(n,p). Demuestre que (P(X = k))?> > P(X =k +1)P(X =k — 1) para todo k.

Sea X ~ b(n,p) y Y ~ b(n,1 — p), demuestre que P(X = k) = P(Y = n — k). De una interpretacién
para este resultado.

Una fabrica recibe un lote de componentes y los prueba para verificar su funcionamiento. Por cada
100 componentes se prueban 10 y se acepta el lote si a lo sumo un componente falla. ;Cudl es la
probabilidad de aceptar un lote de tamano 100 que contiene 7 defectuosos?

Lanzamos un dado hasta obtener el primer seis y sea T el lanzamiento en el cual esto ocurre. (a) ;Cudl
es la distribucién de probabilidad de T'? (b) Calcule P(T > 6). (c) Calcule P(T > 6|T > 3).

En una sucesién de ensayos de Bernoulli ;Cudl es la probabilidad de que el primer éxito ocurra luego
del quinto ensayo dado que no ha ocurrido en los dos primeros ensayos?

Sea X una variable con distribucién de Poisson de parametro A = 0.3. Calcule P(X =0),P(X =1) y
P(X >1).

En promedio 1 persona en 1,000 tiene un tipo particular de sangre. (a) Hallar la probabilidad de que
en una ciudad de 10,000 personas ninguna tenga este tipo de sangre. (b) ;Cudntas personas hay que
examinar para tener una probabilidad mayor a 1/2 de encontrar al menos una persona con este tipo
de sangre.

Escriba un programa de computacién que tenga como entradas n,p,j y si X ~ b(n,p) calcule el valor
de P(X = j) y la aproximacién de Poisson para este valor.

Considere la distribucién de Poisson con pardmetro A. Demuestre que el resultado mas probable es el
entero k tal que A — 1 < k < \. jBajo qué condiciones hay dos valores méas probables?

Suponga que la probabilidad de haya un accidente importante en una planta eléctrica es de 0.005 en
un ano. Si un paifs tiene 100 plantas de este tipo, jcudl es la probabilidad de que haya al menos un
accidente en un ano?
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46

47.

48.

49.

50.

51.

53.

o4.

55.

96.

. Una linea aérea ha determinado que 4% de los pasajeros que reservan pasajes en una ruta dada no
se aparecen al momento del vuelo. En consecuencia han adoptado la politica de vender 100 pasajes
en un avién que solo tiene 98 asientos. Si para un vuelo dado hay 100 asientos reservados, halle la
probabilidad de que todos los pasajeros que se presentan tengan un asiento disponible.

Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en 1 < k < m jCuénto vale P(X = kla < X <
b)? En particular halle P(X > n + k|X > n).

Se capturan ¢ miembros de una poblacién de N animales y luego de marcarlos se liberan. Los animales
luego son recapturados uno a uno hasta obtener m < @ animales marcados. Sea X el ntimero de
animales capturados hasta obtener m marcados, demuestre que la distribucién de esta variable aleatoria

estd dada por
afa—1\(N—a\/N-1\"
P(X_n)_N(ml>(nm>(n1)

Esta se conoce como la distribucion hipergeométrica negativa.

Sea X una variable aleatoria discreta con distribuciéon de Poisson de parametro A. Demuestre que la
probabilidad de que X sea par es e~ cosh A. ;Cudnto vale la probabilidad de que X sea impar?

Si X es una variable aleatoria discreta con distribuciéon geométrica de pardmetro p, demuestre que
P(X > k)= (1-p)k.

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de parametro p. Sea M un entero positivo y
definimos

y_ | X siX<M
M osiX > M,

es decir, Y = min(X, M). Calcule la funcién de probabilidad de Y.

. Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de parametro p. Calcule la funcién de pro-
babilidad de X?2.

Una caja contiene k bolas numeradas del 1 a k. Seleccionamos una muestra aleatoria de tamano n
sin reposicién. Sea Y el mayor de los ntimeros obtenidos y Z el menor. (a) Calcule la probabilidad
P(Y <y). (b) Calcule la probabilidad P(Z > z).

Un grupo de m personas espera por el ascensor en un edificio de 10 pisos. Supongamos que cada una
de estas personas escoge su piso de manera independiente de las otras y al azar, de modo que cada
persona selecciona un piso con probabilidad 1/10. Sea Sy, el nimero de veces que el ascensor se detiene.
Para estudiar esta variable aleatoria introducimos las variables R; para ¢ = 1,...,10, donde R; vale 1
si el ascensor se detiene en el piso ¢ y 0 si no.

a. Cada R; tiene una distribucién de Bernoulli. Demuestre que la probabilidad de éxito p vale 1—(-5)™.
b. Tenemos que S,, = Ry + Ra + -+ - + R1o {Es cierto que S, ~ b(10,p)?

c. Sim =1 tenemos P(S; = 1) = 1. Halle las funciones de probabilidad para m =2y 3.

El fabricante de monedas del rey entrega las monedas que manufactura en cajas de 500 monedas y
coloca una moneda falsa en cada caja. El rey tiene por costumbre revisar 1 moneda seleccionada al
azar en cada caja y revisa 500 cajas cada vez. ;Cudl es la probabilidad de que encuentre al menos una
moneda falsa? ;Cudl seria si revisa dos monedas de cada caja?

Sacamos una mano de trece cartas de un juego de 52. Calcule la probabilidad de que

a. las pintas se distribuyan 4, 4, 3 y 2 (por ejemplo, cuatro diamantes, cuatro tréboles, tres corazones
y dos picas).

b. las pintas se distribuyan 5, 3, 3 y 2.
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57. Tienes un juego de cuatro dados especiales. El primero tiene dos lados con 0 y cuatro lados con 4.
El segundo tiene 3 en todos los lados. El tercero tiene cuatro lados iguales a 2 y 6 en los dos lados
restantes. El cuarto tiene 1 en tres lados y 5 en los otros tres. Para el juego entre dos personas una
escoge el dado que quiere y luego la otra hace lo mismo con los tres restantes. Ambos lanzan su dado y
el que saque el mayor resultado gana. Demuestre que no importa cudl dado escoja la primera persona,

la segunda siempre puede escoger de modo de tener probabilidad 2/3 de ganar.

58. Escriba un programa de computacién para simular n valores de una variable de Bernoulli con p = 1/3.
Corra el programa para n = 100; 1000; 10000 y en cada caso determine la proporcién de los valores
que son iguales a 1.

59. Escriba un programa de computacién que tenga como entrada la funcién de probabilidad p;,i =1,...n
y como resultado produzca un valor de la variable con esta funciéon de probabilidad y valores en
{1,2,...,n}.

60. Considere la distribucién binomial negativa con pardmetros p y k. Verifique la relacién

: i —p) ,
PX=j+41)=+——-P(X =j).
(X=j+1) 1ok (X =)
Use esta relacién para dar un nuevo algoritmo para generar esta distribucion.
61. Dé un método para generar una variable aleatoria tal que
e A/l
2o €Nl

62. Dé un método para generar una variable aleatoria con distribucién triangular.

63. Dé un método para generar una variable aleatoria con funcién de densidad

em
T) = , 0<z< 1.
fa)=-"2, 0se<

64. Dé un método para generar una variable aleatoria con funcién de densidad

x—2 :
- ) si 2 S X S 3,
€Tr) =
/(@) {2;/3, si3 <z <6.
65. Use el método de la transformada inversa para generar una variable aleatoria con funcién de distribucién
2
i ol
F(z) = , 0<z<1.



Capitulo 5

DISTRIBUCION CONJUNTA
E INDEPENDENCIA

5.1. Distribucién Conjunta de Dos Variables Aleatorias.

Sean X e Y dos variables aleatorias sobre un espacio de probabilidad comin (2,4, P). Llamaremos
funcion de distribucion conjunta , o simplemente distribucién conjunta, de X e Y, a la funcién

F(z,y)=P(X <2, Y <y).

En algunas ocasiones usaremos Fx y (z,y) en lugar de F(z,y) para destacar que se trata de la distribucién
conjunta de X e Y.

La definicién anterior indica que F'(x,y) es la probabilidad de que el punto (X,Y) pertenezca al cuadrante
que queda “abajo y a la izquierda”del punto (z,y), incluyendo el borde, indicado en la figura 5.1 (a).

Figura 5.1

De esta manera
F(a,y) = P(fw: X() < a} N {w: Y(w) < y}).
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A partir de la definicién obtenemos (ver figura 5.1 (b))

Pla<X<b,c<Y<d)=PX<b Y<d)—-PX<bh Y<e
—P(X<a, Y<d)+P(X<a, Y <¢
= F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c) (5.1)

5.1.1. Propiedades

La distribucién conjunta de dos variables tiene ademas las siguientes propiedades:

1. F(z,y) es creciente en cualquiera de las dos variables. Por ejemplo, si & < 2’ entonces
{w: X(w) <z} Cc{w: X(w) <z}
y por lo tanto

Fla,y) = P({w: X(w) <z} n{w:Y(w) <y})
< P(fw: X() < @} N o V(@) < 9)
=F(,y).
2. lim F(z,y)= yll)r_nocJ F(z,y) = 0; im F(z,y) =1,

T——00
y—~+oo

y como la funcién F' es creciente en ambas variables se deduce que, para cualesquiera z, ¥,

0< F(z,y) <1

3. F(x,y) es continua por la derecha en cualquiera de las variables.

En contraste con el caso de funciones de distribucién unidimensionales, para que una funcién F(z,y)
sea la distribucién conjunta de un par de variables aleatorias X e Y, no es suficiente que tenga las tres
propiedades que hemos considerado. Por ejemplo, la funcién

Fla,y) = 0 siz+y<0
W= 1 siz+y>0

toma el valor 0 en los puntos que estdn debajo de la recta y = —z, y el valor 1 para los puntos sobre y por
encima de la recta (ver figura 5.2).

(—1,3_) ____________________ (3,3)
—
(-1, 50 T (3.-1)

Figura 5.2
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La funcién es creciente, continua por la derecha y satisface la propiedad 2. Sin embargo, si aplicamos
la férmula (5.1) para calcular la probabilidad de que el punto (X,Y) esté en el rectdngulo de vértices
(3,3); (3,-1); (—1,3); (—1,—1), obtenemos

P(-1< X <3,-1<Y <3)=F(3,3) — F(3,—1) — F(—1,3) + F(—=1,-1) = —1

lo cual es imposible ya que una probabilidad no puede ser negativa. Por lo tanto es necesario anadir la
condicién de que el segundo miembro de la relacién (5.1) no sea negativo para ninguna coleccién de nimeros
a<b, c<d.

Teorema 5.1 Una funcion F(x,y) es la distribucion conjunta de un par de variables aleatorias si y sdlo si
satisface las propiedades 1, 2 y 8 y ademds para cualesquiera a < b, ¢ < d,

F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) > 0.

A partir de la funcién de distribucién conjunta Fxy de dos variables aleatorias es posible obtener las
funciones de distribucién Fx y Fy correspondientes a las variables X e Y. En efecto, para cualquier x € R
tenemos

Fx(zx)=P(X<z)=P(X <z, Y <)
= lim P(X <=z,Y <y)

y—o0
= lim F(z,y)
y—o0

y de manera similar, para cualquier y € R

Fy(y) = lim F(z,y).

T — 00

Las funciones F'x y Fy se conocen como las funciones de distribucién marginales de X e Y, respectivamente.

5.2. Variables Aleatorias Independientes.

Definicién 5.1 Se dice que las variables X e Y son independientes si cualesquiera sean los intervalos (a, b]
y (¢, d], se verifica que los eventos

{Xe(@t]} vy {Yel(.d}
son independientes, es decir que
Pla<X <b c<Y <d)=Pla<X <b)Plc<Y <d). (5.2)

En términos menos precisos, de acuerdo a lo que hemos visto sobre independencia de eventos en el
Capitulo 3, esta relacién dice que saber que el valor de X estd comprendido entre ciertos valores, no arroja
informacién alguna sobre la probabilidad de que Y esté en algun intervalo dado.

Es fcil ver que la condicién (5.2) es equivalente a la condicién

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) paratodo z,y € R. (5.3)

En efecto, si se cumple (5.2) basta poner b = x, d = y y hacer tender a — —o0, ¢ — —o0, para obtener
(5.3). Reciprocamente, si se cumple (5.3), poniendo Fx y = F tenemos
Pla< X <b, ¢c<Y <d)=F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)
= Fx(b)Fy(d) — Fx(a)Fy(d) — Fx(b)Fy(c) + Fx(a)Fy(c)
= (Fx(b) — Fx(a))(Fy(d) — Fy(c))
=Pla< X <b)P(c<Y <d)
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o sea que (5.3) implica (5.2), cualesquiera sean a, b, ¢y d.

Las relaciones (5.2) y (5.3) dicen que los eventos {X € By} y {Y € By} son independientes cuando By
y Bs son intervalos semiabiertos, en el caso de (5.2), y semirectas cerradas a la derecha, en el caso de (5.3).
Es posible probar, aunque no lo haremos en este texto, que (5.3), o equivalentemente (5.2), implica que los
eventos {X € By} y {Y € By} son independientes para cualesquiera conjuntos de Borel B y Bs.

5.3. Distribucion Conjunta de Variables Aleatorias Discretas.
Si X e Y son variables aleatorias discretas, con funciones de probabilidad respectivas

P(Y:yj):(b (j:1a27)

pi >0, ¢; >0, sz qu_1

la funcién de distribucién conjunta queda definida por los ntimeros

donde

Tij:P(le'i,Y:yj) (i=1,2,...;j=1,2,...).

Estas probabilidades deben satisfacer las condiciones

pZ:ZTij (i=1,2,...) (5.4)

G=Y r; (1=12...) (5.5)
ya que, por ejemplo,

pi=PX =) =PU{X =z, Y =y;}) ZP =uxz;, Y =y;) Zr”

En este caso {r;;} se llama la funcion de probabilidad conjunta y {p;}, {g;} son las funciones marginales de
probabilidad. A partir de {r;;}, Fx,y se determina mediante

FXY(Ey Zru

ix; <ax
J:ijy

y las variables X e Y son independientes si y s6lo si, para todo ¢, j se tiene que
rij =P(X =i, Y =j) = P(X =0)P(Y = j) = pig;.

Supongamos que con probabilidad 1 las variables aleatorias X e Y toman un numero finito de valores n
y m respectivamente. La situacion queda descrita por el siguiente cuadro:

Y
y1 y2 ...... ym
X1 1 Tz o T1im P1
T2 21 T2 e T2m D2
X
Tn Tnl Tn2 e Tnm Pn
q1 "> dm
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Tabla 5.1
En la dltima columna aparecen p1, pa, ..., Pn, que son las sumas respectivas de las filas (condicién (5.4))
y en la Ultima fila g1, ¢, ..., ¢m, que son las sumas respectivas de las columnas (condicién (5.5)).

Una situacién de este tipo aparece en diversos problemas de aplicacién. Supongamos que en el proceso de
produccién de un objeto nos interesan dos magnitudes, por ejemplo, el didmetro y la longitud de un cilindro,
la densidad de un producto y la concentracién de un componente del mismo, etc. Los valores obtenidos para
estas dos magnitudes durante el proceso de produccion fluctian en virtud de diversas causas, algunas de
ellas incontrolables, y otras cuyo control requeriria un costo elevado.

Sean a y § dichas magnitudes, procedemos a dividir el rango de variacién de ambas en un ntimero finito
de secciones que numeramos ordenadamente, de 1 a n para la magnitud a y de 1 a m para la magnitud .
En la figura 5.4 hemos tomado n =5, m = 4.

Figura 5.3

Llamemos X a la seccién en la cual cae la magnitud « de un objeto e Y a la seccién en la cual cae (.
Para cada objeto tendremos entonces

ri;=PX=14Y=j (=1,....,n; j=1,...,m)

y tenemos definido un cuadro de doble entrada como el anterior con sus funciones de probabilidad (5.4) y
(5.5).

Para estudiar la regulacion de un proceso de produccion, se extrae una muestra de N objetos producidos
y se clasifica como se ha indicado:

Y

1 2 ... m
Niyi Nigo ooeeeee Nim Py
2| Nag Nap --o--- Nop | P

X :

n an Nn2 """ Nnm Pn

Q1 Q2 - Qm

Tabla 5.2

N;; es el nimero de objetos de la muestra tales que el valor de « esta en la i-ésima seccién y el de 3
en la j-ésima. A partir de una muestra de este tipo es posible inferir resultados sobre la Tabla 5.1, cuyos
elementos en general son desconocidos. Por ejemplo, es interesante saber si las magnitudes consideradas
fluctian independientemente, es decir si
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O sea
Tij = Diqj

parat=1,...,n; j = 1,...,m. Es claro que si ambas magnitudes son independientes, se puede regular el
valor de una sin afectar el de la otra, o més precisamente, su distribucién de probabilidad, mientras que, por
el contrario, cuando no hay independencia, se debe esperar que al regular el valor de una de las variables se
modifique la distribucién de probabilidad de la otra.

5.4. La Distribucion Multinomial.

Consideremos el siguiente ejemplo: se lanza un dado n veces y se cuenta el nimero X; de veces que se
obtiene 1 y el ndmero X» de veces que se obtiene 2. Supongamos que el dado es simétrico (es decir, que
cada cara tiene probabilidad 1/6 en cada lanzamiento) y que los lanzamientos son independientes, entonces
la distribucién conjunta de X; y Xs estd dada por

ri; =P(X1 =1, Xo=j) con i+j<n

o (s) 6 ()

n! An—i=i
- . 5.6
il n—i—j)! 6" (56)

que se calcula mediante

Una manera de obtener esta expresion es la siguiente: el niimero de resultados ordenados posibles en los
n lanzamientos es 6", ya que en cada lanzamiento tenemos 6 resultados posibles, y estos 6™ resultados son
igualmente probables. Por lo tanto, basta calcular el nimero de veces que obtenemos ¢ unos, j dosy n—i—j
caras que no son ni uno ni dos. Para ello procedemos asi: elegimos los i lugares en que ponemos los unos, lo
cual podemos hacer de (’Z) formas; entre los n — i lugares que nos quedan, elegimos j lugares donde colocar
los dos, lo cual podemos hacer de ("]_1) maneras, y en los n — ¢ — j lugares que nos quedan, colocamos de

todas las maneras posibles caras que no son ni 1 ni 2, lo cual podemos hacer de 47~~J formas. En total

tendremos
n\ (n—1 gn—i—i _ n! (n—1)! gn—i—i
i J i' (n—=29)j! (n—1i—j)!

casos favorables. Dividiendo por el niimero de casos posibles, 6™, obtenemos (5.6).
Esta distribucién es un caso particular de la distribucion multinomial. En cuanto a las distribuciones
marginales tenemos para i =0,1,...,n,

n—ia
pi=P(X,=i)=> 1y
j=0

Z n! 477,72’7]’
= -' .' . . '
— il ! ( 6"

n—i—j))!

n— n—z' gn—i—j
N n—z'z n—i—g)! 6n

(s =06 @)

la funcién de probabilidad binomial b(n, 1/6), que sabemos que corresponde a la variable aleatoria X .
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Una situacién andloga a la anterior se plantea cuando consideramos el siguiente caso de muestreo. Tenemos
una poblacién de N individuos clasificados en 3 grupos de tamanos respectivos N1, Na, N3. Los grupos son
diSqultOS y N1 —+ N2 —+ N3 = N

Si tomamos una muestra de tamano n al azar y con reposicién, y denotamos por X1, X5, X3 respecti-
vamente el nimero de elementos de la muestra que estan en la clase 1, 2 6 3, tenemos

n! n—i—j

!pi P Dy

P(Xlzi,ngj,ngn—i—j):m

parai+j < n, donde pr = N /N, (k= 1,2,3) indica la fraccién de la poblacién que esta en la i-ésima clase.
El céalculo es enteramente similar al del ejemplo anterior.
Si en lugar de tres clases tenemos m, con una notacién andloga se tiene

n!

. . . 91,0 im
P(XlzllaXQ:7’27"'7X7n:lm): a0 . |p11p22“'pm
21: 12 "l

con i1 + i3 + - -+ + 4,, = n. La distribucién correspondiente se conoce como la distribucion multinomial.
Si el muestreo se hace sin reposicién, en lugar de la probabilidad anterior tenemos

N1\ (N Nom
()G Gr)
()
donde Ny + No + -+ Ny, = N, ny +ng + -+ + n,y = n, para la funcién de probabilidad conjunta de
X1, Xo,..., X, En este caso, las distribuciones marginales son hipergeométricas en lugar de binomiales.

P(Xy=i1,Xo=12,..., X =im) =

5.5. Funciones de Variables Aleatorias Independientes

Observamos que si X e Y son variables aleatorias independientes, y g y h son funciones tales que la
preimagen de un intervalo es un conjunto de Borel, entonces las variables aleatorias

también son independientes. Esto se apoya en el hecho de que siendo I, J intervalos
Xiel}={9yX) e} ={Xeg ' ()} =X""(g7'(]))

y del mismo modo
Vi eJy =YY n 1))

Como g=*(I), h=1(J) son conjuntos de Borel y las variables X e Y son independientes, los eventos {X; €
I}, {Y7 € J} resultan ser independientes.

Esto es cierto si, por ejemplo, las funciones g y h son continuas o mondtonas o tienen una cantidad
numerable de discontinuidades.

5.6. Suma de Variables Aleatorias Independientes.
Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad conjunta
rij = P(X =x;,Y =y;) (i=1,2,...;5=1,2,...).
Si queremos calcular la funcién de probabilidad de la variable aleatoria discreta

S=X+Y
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es inmediato que la misma se obtiene mediante
P(S=s)= Y. i (5.7)
Ti+Y; =5k

donde la suma se extiende a todas las parejas de indices (4, j) tales que z; + y; = si. En particular, si X e
Y son independientes con funciones de probabilidad respectivas

P(X =) =p;;  P(Y =y;) =g,

la férmula (5.7) se reduce a

P(S=si) = Z Di G-

Ti+Y;=5sk
Ejemplo.

Consideremos, por ejemplo, el caso de la distribucién binomial, ejemplificada mediante el modelo mas
sencillo de control de calidad, consistente en sucesivas extracciones independientes con reposicién y
con probabilidad p de extraer un objeto defectuoso en cada ocasion.

Ponemos X; = 0 6 1 respectivamente, si extraemos un objeto bueno o defectuoso en la i-ésima extrac-
ci6én, y denotamos por d, el nimero de defectuosos al cabo de n extracciones. Entonces

dp = dp_1 + Xy (5.8)

donde las variables aleatorias discretas d,,_1 y X, son independientes. La funcién de probabilidad de
dy, se obtiene usando (5.7) y (5.8):

k

Pok = P(dy =k) = P(dp—1 = j)P(Xn =k — ).
=0

En la suma intervienen a lo sumo dos términos significativos, ya que
P(X,=1)=p, PX,=0=1-p y PX,#0461)=0.
Se obtiene
Pa=p po=1-p

Dnn =D Pn—1,n—1 Pno = (1 =p)Pn-1,0
Pk =D Pn-t1h—1 + (L =D)pn—1k (k=1,2,...,n—1)

Utilizando estas igualdades y procediendo por induccién se obtiene la formula conocida para la funcion
de probabilidad binomial

n _
Dnk = (k>pk(l —p)" 7k (k=0,1,...,n).
<

Para simplificar la notacién vamos a suponer que X,Y son variables con valores ,j, donde i,5 € Z.

Entonces la ecuacién (5.7) es
P(S = k) = Z Tij = Zri,k—zV
iti=k i

En particular, si X,Y son independientes,

P(S = k) = ZpiQk—ia
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y si las variables X, Y son no-negativas tenemos

k
P(S=k)= ZpiQk—i~
i=0

Ejemplos.

1. Suma Binomial. Si X tiene distribucién binomial b(n,p) e Y tiene distribucién binomial b(m, p),
entonces la distribucién de S = X + Y es

k
ny i n—if M c—i m—k+i

=0

k
_ k. _m+n—=k n m
e (6

_ (m ]_: n) pkqm+n—k

de modo que S = X +Y tiene distribucién binomial b(m + n, p).

2. Suma Poisson. Si X,Y son variables de Poisson independientes, con pardmetros A y p respectiva-
mente, entonces

k ; i k
P A —u e~ (Mt K\ \i ki
PE=0=2 e gy "= 2 )
=0 =0
e~ (A +n)

=

de modo que S tiene distribuciéon de Poisson con pardmetro A + .

3. Suma Geométrica. Sean X,Y variables independientes con distribucién geométrica de paramero p.
Entonces para k > 2,

k—1
P(S=k)=) 4 'pd*"p
i=1

= (k - 1)qk72p27

que es una distribucién binomial negativa.

5.7. Sucesiones de Variables de Bernoulli

Vamos a considerar en esta seccién sucesiones (X,,) de variables aleatorias de Bernoulli independientes,
todas con la misma probabilidad de éxito p. Estas variables satisfacen la propiedad de que para cualquier
coleccién de indices i1,149,...,4; y cualquier vector j = (j1,J2,...,jx) de componentes iguales a 0 6 1, se
tiene

P(Xi, = j1, Xy = Jo, .- Xiy, = Jx) = P(Xi, = 1) P(Xiy, = j2) -+ P(Xi,, = ji)-
Como todas las variables tienen la misma probabilidad de éxito, si en el vector j hay m componente iguales
a ly k —m iguales a 0, esta probabilidad es igual a
p"(1—p)tm

Hemos estudiado algunas propiedades de estas sucesiones anteriormente. Por ejemplo, la distribucién
binomial corresponde al nimero de éxitos en una coleccién de n variables de este tipo: si S, = > | X;
entonces S, tiene distribucién binomial b(n,p). La distribucién geométrica representa el tiempo de espera
hasta el primer éxito mientras que la distribucién binomial negativa representa el tiempo de espera hasta
conseguir k éxitos. Veamos otras propiedades de estas sucesiones.
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5.7.1. Intervalos entre Exitos

Llamemos T}, a la longitud del intervalo entre el (k—1)-ésimo y el k-ésimo éxito en la sucesién de Bernoulli.
Vamos a incluir siempre al altimo éxito, pero no al anterior en nuestra contabilidad. Como ejemplo mostramos
los valores de los T} iniciales para un resultado particular:

0001001 1 00001...
A A~
T, Ty T

Ya conocemos la distribuciéon de T3, porque esta variable representa el tiempo de espera hasta el primer
éxito, y tiene por lo tanto una distribucién geométrica. Ahora bien, una vez que ocurre el primer éxito, la
independencia implica que lo que ocurre después es como si inicidramos el proceso de nuevo, y por lo tanto
T5 tiene la misma distribucién que 77 y ademaés son variables independientes. Veamos esto en detalle.

Para iy j en N el evento {T} = i,T5 = j} ocurre si hay (i — 1) fracasos inicialmente, luego un éxito,
luego (j — 1) fracasos més y finalmente un segundo éxito:

00...0100...01
—— ~—
(-1 (-1
y la probabilidad de que esto ocurra es
¢~ 'pg'p = P(Ty = ) P(T3 = j),

de modo que estas variables son independientes. De manera similar se puede demostrar que cualquier colec-
cién de variables T;, , ..., T;, son independientes.

Existe una relaciéon fundamental entre estas variables T}, y las variables S,,. Supongamos que para cierta
sucesién de ensayos de Bernoulli el k-ésimo éxito ha ocurrido antes de o en el n-ésimo experimento: T < n.
Para que esto suceda, el nimero de éxitos en los primeros n ensayos debe ser mayor o igual a k: S, > k.
Reciprocamente, si S,, > k entonces T < n.

Por otro lado, si T}, = n, el k-ésimo éxito ocurre en el experimento n. Esto quiere decir que en los primeros
n— 1 ensayos ocurrieron k — 1 éxitos y el n-ésimo ensayo resulto en éxito: S,_1 = k—1y X,, = 1. La relaciéon
reciproca también es cierta y es facil de verificar. Resumimos estos resultados en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1 Si k <n tenemos
a. Ty, <n siy solo si Sy, > k.
b. Ty =n siy solo si S,_1=k—1, X,, =1.

5.8. Paseo al Azar

Sea (X,,) una sucesién de variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p. Definimos las variables
Y, = 2X,, — 1, que son independientes y toman valores 1 y —1 con probabilidades p y 1 —p. Si consideramos
una serie de juegos en los que tenemos probabilidad p de ganar y ¢ = 1 — p de perder y apostamos una
unidad en cada uno, podemos representar el resultados de cada juego por una sucesiéon de variables de este
tipo.

En esta situacion la suma de las variables Y1 + Y5> + -+ - +Y,, = 5, representa la evolucién de la fortuna
del jugador al cabo de n juegos, es decir, es la cantidad que el jugador gana o pierde luego de haber jugado
n juegos. Si el capital inicial del jugador es A entonces su fortuna al cabo de n juegos es S, = A+ S,. La
sucesion (Sp)n>1 (0 (S),)n>1 si la fortuna inicial es distinta de 0) se conoce como el paseo al azar simple y
en el caso p = ¢ = 1/2 es el paseo simple simétrico. Podemos representarlo graficamente como en la siguiente
figura:

Es sencillo calcular la distribucién de probabilidad de S,,.
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Figura 5.4

Proposicién 5.2 Para 0 < k < n, P(S, =k) =0 si k y n no tienen la misma paridad. En caso contrario
tenemos

n _
P(Sn = k;) = <n+k>p(n+k)/2q(n k)/2.
2

Demostracién. Sea s el ntiimero de +1’s en los n juegos y ¢ el nimero de —1’s. Claramente s +t¢ = n. Para
J y
que S, = k es necesario que s —t = k. Resolviendo este sistema de ecuaciones tenemos

n+k n—k
s = , t=
2 2

que son enteros si y s6lo si n y k tienen la misma paridad. Si esto es cierto, tenemos s = (n + k)/2 éxitos en
n ensayos de Bernoulli, que corresponde a una distribucién binomial:

n -
P(S,=k) = <M>p(n+k)/2q(n k)/2.
2

En el capitulo 3 estudiamos un problema asociado al paseo al azar: el problema de la ruina del jugador.
En el préximo capitulo analizaremos otro problema que es el de la duracién promedio del juego.

5.9. Muestreo Secuencial

Ya hemos visto en capitulos anteriores el muestreo sin reposicién, en el cual tenemos una poblacién de n
individuos que muestreamos sucesivamente pero sin reponer a la poblacién los individuos que vamos obser-
vando. En esta situacion los sucesivos resultados que obtenemos no son independientes entre si, porque con
cada seleccién el espacio muestral cambia. Para poblaciones grandes el efecto es menor pero con poblaciones
pequenas puede ser considerable.

Nos queremos enfocar en la dependencia entre los sucesivos resultados. Supongamos que tenemos una
caja con r bola rojas y b bolas blancas con r + b = NN. Seleccionamos una bola al azar de la caja, vemos su
color y la colocamos aparte. Repetimos este procedimiento n veces y para 1 < i < n definimos las variables

X, — 1 si la iésima bola es roja,
10 silaiésima bola es blanca.

Consideremos inicialmente el resultado de la primera extraccién. Es inmediato que

b T

=PX;1=0)=— =PXi=1)=—.
Po (1 ) N b1 (1 ) N
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Veamos ahora la distribucién de la segunda variable, usando la Ley de la Probabilidad Total,

P(Xy = 0) = P(Xy = 0|X; = 0)P(X; = 0) + P(Xs = 0|X; = 1)P(X; = 1)
b—1 b b r

TN 1IN TN1*N
_(b-1)b+br
N(N -1)
_bv-1) b
~ N(N-1) N
y de manera similar tenemos que
r
P(Xy,=1)= N’

de modo que las variables X7 y X5 tienen la misma distribucién. Este hecho resulta inesperado a primera
vista, pues la situacién cambia una vez que hacemos la primera extraccién, asi que esperariamos que Xo
tuviese una distribucién distinta a la de X;. Sin embargo hay que observar que no estamos tomando en
cuenta el resultado de la primera extraccién, es decir, estamos calculando la distribucién de X5 sin conocer
el resultado de X1, y en estas condiciones, a falta de mayor informacién, el resultado nos dice que la segunda
extraccion tiene la misma distribucién de probabilidad que bajo las condiciones iniciales.

Es posible demostrar, aunque es un poco més trabajoso, que esto es cierto para cualquiera de las variables
X;, 1 <i < n: Todas tienen la misma distribucion.

Para ver que estas variables no son independientes, calculemos la distribuciéon conjunta de X; y Xo.

b(b— 1)

P(X;=0,X3 =0) = P(Xy =0|X; =0)P(X; =0) = NN —1)

De manera similar tenemos

br br r(r—1)
PX1=0Xo=1)=———, PX1=1,X0=0=———-, PX1=1,X0=1)= ———2
( 1 ) 22 ) N(N_l)v ( 1 2 ) N(N—l) ( 1 2 ) N(N—l)
y vemos que la funcién de probabilidad conjunta no es el producto de las funciones de distribucién individuales
de modo que las variables no son independientes.
Usando de nuevo la ley de la probabilidad total no es dificil ver que si 41,2, ...,4, toman valores 0 6 1,
y hay j unos (y n — j ceros) con 0 < j <r, 0 <n—j <b, entonces

P(Xy=i1,Xo=149,..., Xy =ip) =

5.10. Ejemplos.

1. Se extrae una muestra de tamano dos con reposicién de una bolsa que contiene dos bolas blancas,
una negra y dos rojas. Definimos las variables aleatorias X; y X5 de la siguiente manera: para k =
1,2, X =1 6 0 segun si la bola obtenida en la k-ésima extraccién es blanca o no lo es.

a. Describa la funcién de probabilidad conjunta de estas variables.
b. Describa las funciones marginales de probabilidad.
c. ;Son independientes estas variables aleatorias?

d. ;Qué sucede si el muestreo se realiza sin reposicién?
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» a. Para el caso de muestreo con reposiciéon tenemos

po =23 _ 9. _32_ 6,

755 250 T 55 25

b= 23_6. 22 4

755 25 "5 25

b. Las funciones marginales de probabilidad son

3 2
p=PX1=0=r p=PXi=1)=
3 2
qo:P(XZZO):g; qlzp(X2:1):g.

c. Es facil verificar que para todo i, j se tiene
Tij = Pi 45
de modo que las variables X; y X5 son independientes.

d. Si el muestreo es sin reposicién, la funcién de probabilidad conjunta es

32 6 32 6
0=Er T T 51T 20
23 6 21 2
MTEr T ™M ThaT 20
Las funciones marginales de probabilidad son
3 2
POZP(Xlzo):g; p1=P(X1:1):5;
3 2
Q[):P(XZZO):S; qlzp(XQZ].):g
Las variables no son independientes en este caso ya que, por ejemplo, 709 7 Po qo- <

2. Supongamos que las variables (X, Y) pueden tomar los valores (0,0); (1,1); (—=1,1); (1,—-1) y (-=1,-1)
cada uno con probabilidad 1/5. Determine si estas variables son independientes.

» La funcién de probabilidad conjunta estd resumida en la siguiente tabla

X
| -1 0 1
-1| 1/5 0 1/5
YO 0 1/5 0
1] 1/5 0 1/5

Las funciones marginales de probabilidad son

1 1 2
PX=-1)=p_1=r_1_ _ =4 -==
( )=pa1=r_11+r_10+7r 11 5+5 5
y similarmente
1 2
P(X:O):p():g, P(X:l):plzg.
Se verifica facilmente que Y tiene la misma funcién de probabilidad. Ahora bien,
1 2
P(X =0, Y:—l):O;«égxgzP(Xzo)P(Y:—l)

y las variables no son independientes. <
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Si X e Y son variables aleatorias independientes con la misma funcién de distribucién F', ;Cual es la
funcién de distribucién G(z) de la variable aleatoria Z = méx(X,Y)?

<

. Sean X e Y variables aleatorias independientes con funcién de probabilidad uniforme en {1,2,..., N}

(es decir, P(X =i)=P(Y =i)=1/N, i=1,...,N). Calcule la funcién de probabilidad de X + Y.
Es evidente que para j <2 é 57 > 2N tenemos
P(X+Y =j)=0.

Si2<j<N

Jj—1 7j—1
_ ) L 1
P(X+Y =j)=) P(X=i,Y=j-i)=) -5="1
i=1 i=1
mientras que para N + 1 < j < 2N, definiendo i = j — N tenemos
N
P(X+Y =j)=P(X+Y=N+i)=) P(X=k Y=N+i—k)
k=i

N—i+l 2N-j+1
N2 N2 ’

Resumiendo
(j—1)/N? para 2 < j < N,
P(X+Y =j)=<¢ (2N —-j+1)/N? para N +1 < j <2N
0 en cualquier otro caso.

<
Si realizamos n ensayos de Bernoulli y U y V son el ntimero de éxitos y fracasos respectivamente,
sabemos que estas variables son dependientes. Supongamos que n es una variable de Poisson con

pardmetro A y realizamos N ensayos de Bernoulli, de modo que el nimero de ensayos es aleatorio.
Ahora obtenemos X éxitos e Y fracasos. Demuestre que X e Y son independientes.

Tenemos
PX=iY=j)=P(X =i,Y =j,N =i+j)
:P(Xzi,Y:j|N=i—|—j)P(N=i+j)
R I it
— (Z+]) % ‘]67)\7

ilj! (i +j)!
::(Af)lefxp(kz)fefxq
7! 7!

Esta funcién de probabilidad se factoriza para todos los valores de X e Y, de modo que estas variables
son independientes y tienen distribucién de Poisson con pardametros Ap y Agq, respectivamente.

<
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Ejercicios

1.

10.

11.

12.

Dada la funcién de probabilidad conjunta definida por
pij = C(i +7) (5.9)

en los puntos (1,1); (2,1); (2,1) y (3,1), donde C' es una constante, determine en valor de C'y obtenga
la funcion de probabilidad marginal correspondiente a la primera variable.

Sean X, Y variables aleatorias con valores en {1,2,...,n} y con funcién de probabilidad conjunta dada
por (5.9). Halle el valor de C y las distribuciones marginales.

La funcién p; ; estd dada por p; ; = Cao'f3 parai,j € Ny 0 < a,3 < 1. Halle el valor de C para que
pi,; sea una funcién de probabilidad.

iEs pij = (0.5)"" para 4,5 € {0,1,2,...} una funcién de probabilidad? Si la respuesta es positiva,
calcule P{1 <1i < 3,5 > 2}.

La funcién p; ; estd dada por
10 1\ 10
(D))"
= (j ) 2
Halle el valor de C' y determine las funciones de probabilidad marginales.

Sea X una variable aleatoria de Bernoulli con probabilidad de éxito py sean Y =1 - X, Z = XY.
Halle la distribucién conjunta de (X,Y); (X, Z) y (Y, Z) ;Es independiente alguna de estas parejas?

Sean X,Y variables aleatorias con funcién de probabilidad conjunta

rij = Cz;i_‘.jel+]7

ilj!
para i,7 > 0 donde # > 0 es una constante. Halle C, las distribuciones marginales de X e Y y
P(X 4+Y = k). ;{Son independientes estas variables aleatorias?

Sea Q = {w1,ws,ws} y P la distribucién uniforme en © (todos los puntos tienen igual probabilidad).
Definimos las variables X,Y y Z de la siguiente manera: X(w;) = Y(ws) = Z(ws) = 1, X(ws) =
Y(ws) = Z(w1) =2, X(w3) =Y (w1) = Z(w2) = 3. Demuestre que estas tres variables tienen la misma
funcién de probabilidad. Halle las funciones de probabilidad de X +Y,Y +Zy X + Z.

Considere un grupo de cartas que consiste de J, @}, K y A de las cuatro pintas. Se extraen dos
cartas del grupo sin reposicién y llamamos X e Y al ntimero de diamantes y corazones obtenidos,
respectivamente. Obtenga la funcién de probabilidad conjunta y la funcién marginal correspondiente
a X.

Una caja tiene 6 bolas numeradas del 1 al 6. Las bolas numeradas 1 y 2 son rojas mientras que las
otras son blancas. Extraemos dos bolas al azar de la caja y sean X,Y las variables aleatorias que
representan el niimero de bolas rojas y el nimero de bolas pares en la muestra, respectivamente. Halle
la distribuciones de X e Y y su distribucién conjunta. Determine si estas variables son independientes.

Una caja contiene ocho bolas numeradas del 1 al 8. Las primeras cuatro son rojas y las otras blancas.
Seleccionamos dos bolas al azar de la caja y definimos las siguientes variables: X es el nimero de
bolas blancas en la muestra, Y es el nimero de bolas pares y Z el ntimero de bolas en la muestra
cuyo numero es menor que 6. Halle la distribucién conjunta de las variables (X,Y); (X, 2); (Y,Z2) y
(X,Y, Z). Estudie la independencia de estas variables.

Sea X el nimero de aces en una mano de poker e Y el nimero de reinas. Halle la funcién de pro-
babilidad conjunta para estas variables y sus funciones de probabilidad marginales. Determine si son
independientes.



152

CAPITULO 5. DISTRIBUCION CONJUNTA E INDEPENDENCIA

13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Lanzamos una moneda tres veces. Sea X el nimero de aguilas en los dos primeros lanzamientos e Y el
nimero de aguilas en el tercer lanzamiento. Halle la distribucion conjunta de X, Y, la distribucién de
Z=X+4+Yylade W=X-Y.

Sacamos cinco cartas con reposicién de un paquete de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de obtener
dos diamantes y un trébol? ;Cudl es la probabilidad de obtener dos ases, dos reinas y un 107

Un componente electrénico puede fallar de cuatro maneras distintas, y las probabilidades respectivas
son p; = 0.2;p2 = 0.15; p3 = 0.25; p4 = 0.4. Si examinamos 10 componentes, ;Cual es la probabilidad
de que haya exactamente tres fallas de tipo 1, dos de tipo 2, dos de tipo 3 y y tres de tipo 47

Las probabilidades de llenar una declaracién de impuestos correctamente, con un error que favorezca
al fisco, con un error que favorezca al declarante o con ambos tipos de errores son, respectivamente,
0.6;0.2;0.15 y 0.05. Calcule la probabilidad de que entre 10 declaraciones de impuestos 5 estén correctas,
3 tengan errores a favor del declarante, 1 tenga un error a favor del fisco y una tenga ambos tipos de
errores.

A través de un estudio se ha determinado que al llegar a cierto cruce, 50 % de los vehiculos continua
de frente, 30 % da vuelta a la derecha y el resto da vuelta a la izquierda. Calcule la probabilidad de
que de los siguientes cinco automéviles, uno de vuelta a la izquierda, dos a la derecha y los otros dos
sigan de frente. Calcule la probabilidad de que entre los siguientes siete automoéviles a lo sumo dos den
vuelta a la izquierda.

Un taller mecanico hace afinaciones para vehiculos de 4, 6 y 8 cilindros. Hay dos tipos de afinacién en
cada caso, seguin los puntos que se revisen y los cambios que se efectiien. El precio P es 100 x k, donde
k es el nimero de cilindros, para el afinamiento normal (N) y 200 x k para el afinamiento especial (E).
La siguiente tabla muestra la funcién de probabilidad conjunta para estas variables.

K
| 4 6 38
PN| 03 02 o1
E| 005 005 0.1

Halle las funciones de probabilidad marginales para las variables K y P. Si Z es el costo total del
afinamiento para un carro que va al taller, halle su funcién de probabilidad.

Considere dos variables aleatorias X e Y con distribuciéon conjunta discreta definida por la siguiente
tabla para la funcién de probabilidad conjunta, donde h = 1/60.

X1
0 1 2
0 h 2h 3h
X5 1 2h  4h  6h
3h 6k  9h
4h  8h  12h

Calcule
a. P(X<1,Y<1) bPX+Y<1 cPX+Y>2 d PX<2Y)
e. P(X>1) £PX=Y) gPX>Y|]Y>1) hPX2+Y2<1)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Repita el ejercicio anterior para la siguiente funcién de probabilidad conjunta (de nuevo h = 1/60).

X1
0 1 2
0 h  6h  6h
Xo1 2h  8h  9h
3h  2h 12h
4h  4h  3h

Las funciones de probabilidad marginales de las variables aleatorias discretas X e Y estdn dadas en la
siguiente tabla:

X
1 2 3 4 5

1 5/14

2 4/14

Y 3 3/14

4 2/14

5 1/14

1/14 /14 4/14 2/14 2/14 | 1

Para 4,j entre 1 y 5 la probabilidad conjunta P(X = i,Y = j) sélo puede tomar los valores 0 y 1/14.
Determine la funcién de probabilidad conjunta para X e Y.

Si A es un conjunto medible hemos definido la funcién 1 4(w) como la funcién que vale 1 siw € Ay 0 si
no. Demuestre que dos eventos A y B son independientes si y sélo si 14 y 15 son variables aleatorias
independientes.

Demuestre que dos variables aleatorias X, Y son independientes si y sélo si para cualesquiera x,y € R,

P(X >az,Y >y)=P(X >z)P(Y >y).

Demuestre que dos variables aleatorias X, Y son independientes si y solo si para cualesquiera a, b, ¢, d €
R, con a < by c < d se tiene

Pla<X <bec<Y <d)=Pla< X <b)P(c<Y <d).

Lanzamos un dado dos veces. Sea X el resultado del primer lanzamiento, Y el mayor de los resultados de
los dos lanzamientos. Halle la distribucion conjunta y las distribuciones marginales de estas variables.
Determine si son independientes.

Lanzamos una moneda tres veces y definimos las siguientes variables aleatorias: X es el ntimero de
dguilas, Y es la longitud de la mayor sucesién de dguilas en la muestra. Por ejemplo Y (A4, S, A) =
1, Y(A4, A, S) = 2. Halle la distribucién conjunta, las distribuciones marginales y determine si estas
variables son independientes.

Lanzamos una moneda cuatro veces y definimos las siguientes variables aleatorias: X vale 1 si hay maés
aguilas que soles y vale 0 si esto no es cierto. Por otro lado, Y representa la longitud de la mayor
sucesion de aguilas en la muestra. Hallar la distribucién conjunta y las marginales. Determine si estas
variables son independientes.

Una funcién de probabilidad conjunta estd dada por poo = a, po,1 = b, p1,0 = ¢, p1,1 = d, donde
necesariamente a + b+ c+ d = 1. Demuestre que una condicién necesaria para que haya independencia
es que ad = be.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Sean X,Y variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que toman valores 1,2, 3
con igual probabilidad. Definimos Z = X — Y, W = X 4 Y. Halle la distribucién conjunta de estas
variables y sus distribuciones marginales. ;Son independientes?

Sean X,Y variables aleatorias con valores en {1,2,...,n} y funcién de probabilidad conjunta p;; =
1/n?. Halle las funciones de probabilidad marginales y determine si las variables son independientes.
Calcule P(X >Y) y P(X =Y).

En un vivero se siembran n semillas. Cada una de ellas germina de manera independiente con probabili-
dad «. Las X plantas germinadas son transplantadas a macetas y sobreviven de manera independiente
con probabilidad 3. sea Y el ntimero de plantas que sobreviven. Halle la funcién de distribucién con-
junta de X,Y y las marginales.

Consideremos un experimento que tiene resultados wy,ws,...,ws con probabilidades correspondientes
0.1;0.1;0.2;0.2;0.1; 0.1;0.1; 0.1. Sea X,Y y Z las variables aleatorias definidas por la siguiente tabla

W2 W3 Wqg W5 We
1 2 1 2
3 1 2 3
3 4 1 2

wr ws
1 2
1 2
3 4

N <
r—\»—t»—tE
NN

Halle las distribuciones de probabilidad de X,Y y Z y las distribuciones conjuntas de (X,Y); (X, Z);
Y, 2) y (X,Y, Z).

Considere dos eventos A y B tales que P(A) = 1/4, P(BJA) = 1/2 y P(A|B) = 1/4. Definimos las
variables X e Y por X = 14, Y = 15, donde 1g(x) vale 1 si x € E y vale 0 si z ¢ E. Diga si las
siguientes proposiciones son ciertas o falsas.

a. Las variables aleatorias X e Y son independientes.

b. P(X?+Y%2=1)=1/4.

c. P(XY = X?Y?) =1.

d. La variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo (0,1).

e. Las variables X e Y tienen la misma distribucién.

Sean X, Y variables aleatorias independientes, X con distribucién geométrica de parametro p e Y con
distribucién geométrica de pardmetro r. Demuestre que Z = min{X, Y} tiene distribucién geométrica
de parametro p +r — pr.

Sean X, Y variables aleatorias independientes, X con distribucién geométrica de pardmetro p e Y con
distribucién geométrica de pardmetro r. Sean U = min{X,Y},V = max{X,Y},W =V — U. Halle
la distribucién conjunta de U y V' y la de U y W. Demuestre que estas dos ultimas variables son
independientes.

Sean X,Y variables aleatorias independientes, ambas con distribuciéon geométrica de parametro p.

Demuestre que
1

P(X =KX +Y =n) = ——

para k=0,1,...,n.

Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes discretas con distribucién uniforme en el con-
junto {1,2,...,k}. Halle la funcién de distribucién conjunta de la variables M,, y m,, definidas por

Mn:méX{Xl,XQ,...,Xn}; mn:min{Xl,Xg,...,Xn}
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ot

38

39.
40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

. Sean X,Y variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad conjunta
Dij :ﬂi+j+27 Za] :0317-"

;Para cudles valores de (§ es esta una funcién de probabilidad? Halle las funciones de probabilidad
marginales y determine si las variables son independientes.

Responda la pregunta anterior con la restriccién 0 < i < j < oo sobre los valores posibles de X e Y.

Sea X1, ..., X, una coleccién de variables aleatorias con la propiedad de que para todor,1 <r < n-—1,
la coleccién {X7,..., X, } es independiente de X, 1. Demuestre que las variable X;, 1 < < n son
independientes.

Sean X,Y variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad conjunta

C
i+i-DE+H)E+5+1)

pij:( 1,7 € N.

Calcule C, halle las funciones de probabilidad marginales y determine si las variables son independien-
tes.

Para las variables del ejercicio anterior halle la funciéon de probabilidad de U =X +Y y V=X -Y.

Sea X e Y variables aleatorias independientes, X con distribucién uniforme en {1,2,...,n}, Y con
distribucién uniforme en {1,2,...,m}. Halle la distribucién de probabilidad de Z = X + Y.

Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson de parametros A y p.
Demuestre que la distribucién condicional de X dado que X +Y = n es binomial y halle sus parametros.

Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribuciéon binomial, ambas de parametros n y p
y sea Z = X +Y . Demuestre que la distribucién condicional de X dado que Z = k es hipergeométrica.

Sea X,Y,Z variables aleatorias discretas con la probabilidad de que sus valores son distintos con
probabilidad 1. Sea a = P(X >Y,b=P(Y > Z),c=P(Z > X).

a) Demuestre que min{a, b, c} < 2/3 y dé un ejemplo donde esta cota se alcance.

b) Demuestre que si X, Y, Z son independientes e idénticamente distribuidas, entonces a = b = ¢ = 1/2.
Sea X,Y variables aleatorias discretas. Demuestre que son independientes si y sélo si su funcién de

probabilidad conjunta P(X =14,Y = j) = r;; se puede factorizar como el producto s;t; de una funcifon
de ¢ por una funcién de j.

Sean X;,1 < j < n variables aleatorias independientes simétricas respecto a 0, es decir, X; y —X;
tienen la misma distribucién. Demuestre que para todo z, P(S, > z) = P(S, < —z), con S, =
Xp+Xo+ -+ Xy

. Es cierta en general la conclusion si no suponemos independencia?

Considere un paseo al azar simétrico simple S con Sy = 0. Sea T' = min{n > 1: .5, = 0} el instante
del primer regreso al origen. Demuestre que

1 2n\ _an
P(T:2n):2n_1<n)2 n,

Considere un paseo al azar simétrico simple S con Sy = 0. Definimos U = min{0 < j < mn: Sy; = S2,}
el instante de la primera visita a la posiciéon que ocupa en el instante 2n. Demuestre que

P(U = 2k) = P(Sa, = 0)P(San_2k = 0),

para 0 < k < n.
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Capitulo 6

ESPERANZA MATEMATICA

6.1. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias Discretas.

Recordemos que una variable aleatoria X es discreta, si existe una sucesién (z,),>1 de nimeros reales
tales que

iP(X =ux,)=1.

n=1

Comenzaremos por definir la nocién de valor esperado para variables aleatorias discretas.

Definicién 6.1 Sea X una variable aleatoria discreta con la notacién anterior, y llamemos p, = P(X =
Zn), n=1,2,.... Diremos que existe el valor esperado, la media o la esperanza matemdtica de X si la serie

Z |Zn|pn (6.1)

n=1

es convergente. En ese caso, el valor esperado se denota E(X) y se define mediante la serie
oo
E(X) =) znpn (6.2)
n=1

Ejemplo 6.1
Sea X el resultado de lanzar un dado, entonces X toma valores {1,2,3,4,5,6} con probabilidad uniforme
en este conjunto. Por lo tanto

Observamos que en este caso el valor esperado no es un valor posible de la variable aleatoria.
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6.1.1. Propiedades

La esperanza matematica de una variable discreta tiene las siguientes propiedades.

Propiedad 1. Si X > 0 y existe E(X), entonces E(X) > 0.

Es obvio que si X > 0, los valores z,, que figuran en la suma (6.1) son no-negativos, y si dicha serie es
convergente, la suma también serd no-negativa.

Propiedad 2. Si X es una variable aleatoria acotada entonces existe E(X).

Decir que la variable aleatoria X es acotada es decir que existe una constante C' tal que
|zn| < C  para todo n,

y, por lo tanto,
N

N
> anlpn <CY pa < C.

n=1 n=1
Es decir que las sumas parciales de la serie (6.1) resultan estar acotadas por la constante C. Ahora
bien, recordemos que para una serie de términos no-negativos — es el caso de la serie (6.1) — es necesario
y suficiente para que converja que sus sumas parciales estén acotadas. Como las de (6.1) lo estédn, esta
serie es convergente y el valor esperado de X existe.

Observacion 6.1 Una primera observacion es que si una variable aleatoria toma sélamente un ntimero
finito de valores, entonces su esperanza matemédtica estd bien definida, ya que (6.1) se reduce a una
suma finita.

Por otra parte, no siempre existe el valor esperado de una variable aleatoria. Por ejemplo, consideremos
la variable aleatoria X tal que

T, = 2" y pn=PX=2")=—, n>1

Es claro que
oo
Sp=t
n=1

Se tiene que x,p, = 1, para todo n y por lo tanto, la serie (6.1) es divergente, de modo que esta
variable aleatoria no tiene esperanza matematica.

En algunos textos el lector encontrard que, en casos como el de este ejemplo, en el cual la variable
aleatoria X es no-negativa y la serie (6.1) diverge, se conviene en definir E(X) = +oco en lugar de hacer
como hemos optado, esto es, decir que no existe la esperanza.

Se debe hacer especial atencién, sin embargo, en que si la variable no es no-negativa (o, en general, de
signo constante), no hay esa opcién convencional. Por ejemplo, si modificamos el ejemplo considerado
y tomamos la variable aleatoria Y tal que

1 1

P(Y =2")
entonces, nuevamente (6.1) diverge y no existe E(Y).

Propiedad 3. Sea A un evento y 1,4 la variable aleatoria definida por:

1 siweA
]_ =
AW) {0 siwég A
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Entonces
E(14) = P(A).

Es claro que 14 es discreta, ya que toma solamente dos valores y
E(14)=1xP(1ly=1)+0x P(14 =0)= P(A).
Propiedad 4. Sea g : R — R una funcién y consideremos la nueva variable aleatoria (discreta)
Y =g(X).
Entonces, si existe la esperanza matemaética de Y, ésta es
E(Y) = g(xn)pn. (6.3)
n=1

Demostracion. Llamemos {y,, } a los valores de Y, entonces
E(Y) = ymPY = yn). (6.4)

Por otra parte el evento {Y = y,,,} es igual a
{X = z,, para algin z,, tal que g(z,,) = ym},

puesto que decir que Y toma el valor y,, equivale a decir que X toma un valor cuya imagen por la
funcién g es y,,. Por lo tanto

PY=yn)= >  pn
{n:g(xn)=ym}

donde el conjunto de los valores de n sobre los que se suma es el conjunto de los valores tales que
9(n) = Ym. Sustituyendo en (6.4)

EV)=Y ym >, =Y. > gl@)pn

{n:g(zn)=ym} m {n:g(zn)=ym}

y ahora, un instante de reflexién mostrara al lector que la suma doble que aparece en la ultima igualdad
es, simplemente, la suma sobre todos los valores de n, ya que cada n aparece una y sélo una vez alli.

En resumen
E(Y) = Zg(xn)pn

como afirmamos en el enunciado de la propiedad 4. |

Observacién 6.2 La ventaja que tiene la férmula (6.3), es que nos permite calcular E(Y") sin necesidad
de calcular previamente la funcién de probabilidad de la variable aleatoria Y, bastandonos con la
funcién de probabilidad de X.

Propiedad 5. Si existe E(X) entonces | E(X)| < E(| X]).

Demostracién. De acuerdo a la propiedad 4 (tomando g(x) = |z|), se tiene
E(XI) = |@alpn 2 1) @apal = | E(X)]

Observe que la desigualdad entre las sumas de las series, se deduce simplemente de que

N N
> anlpn = 1) wnpnl
n=1 n=1

en virtud de la desigualdad triangular entre nimeros reales. Pasando al limite cuando N — oo, se
obtiene la desigualdad andloga entre las sumas de las series.
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Propiedad 6. Si A es una constante y E(X) existe, entonces también existe E(AX) y
E(AX) = AE(X).

La demostracién es sencilla y queda a cargo del lector.

Propiedad 7. Si X e Y son variables aleatorias que tienen valor esperado, entonces también existe el
valor esperado de X +Y y se tiene

E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Demostracién. Para demostrar esta propiedad utilizamos la notacién anteriormente introducida:
Tnm:P(X:Invyzym)v pn:P(X:l’n), Qm:P(Y:ym)a

paran,m = 1,2,... ({rum} es la funcién de probabilidad conjunta de X e Yy {pn}, {¢m} las respec-
tivas funciones de probabilidad marginales).

Sea Z =X +Y y {2} el conjunto de valores posibles de Z. Para ver que la variable aleatoria Z tiene
valor esperado, tenemos que probar que

> |kl P(Z = 2) < o
k

Procediendo de manera parecida a lo que hicimos para demostrar la propiedad 4

D 1wl P(Z = 2) =D |ak|P(X +Y = 2)
k k
=20l > Tem
k {(n.m):xn+ym=21}

donde en la dltima suma hay que entender que la suma interior se efectia sobre todas las parejas de
indices (n,m) tales que x,, + Ym = 2. La Ultima expresién es:

k {(n,m):zn+ym=2r} n,m n,m
=2 lenl D rum 3 lyml D rm
n m m n

= Z [T |pn + Z [Ym |gm < o0,
n m

ya que, por un lado,

Zrnm:pn, n=12..; Zrnm:qm, m=1,2,...
m n

y por otro, las dos series

S lzalpn: D [Ymlgm
n m

son convergentes, dado que existen E(X) y E(Y).

Esto prueba que existe E(Z). Si ahora repetimos el cdlculo anterior sin los valores absolutos, resulta

B(Z) =Y s%P(Z=2)= Tnpn+ Y Ymm = BE(X) + E(Y),
k n m

que es la propiedad que queriamos probar. |
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Propiedad 8. Si X <Y y existen E(X) y E(Y), entonces E(X) < E(Y).

Demostracion. Para probar esta propiedad, recurrimos a las propiedades 1, 6 y 7. Tenemos

EY)-EX)=EY -X)>0, yaqueY —X >0.

Propiedad 9. Si X e Y son variables aleatorias independientes con valor esperado, entonces existe
E(XY)y
E(XY)=E(X)E(®Y). (6.5)

Demostracién. Procedemos de manera andloga, nuevamente, a lo que hicimos para la propiedad 7,
teniendo en cuenta ademaés que la independencia de X e Y implica que

Tnm = P(X =x,,Y = ym) = P(X :xn>P(Y :ym) = PnQdm,

y por lo tanto, si llamamos ahora {wy} a los valores de XY

Sl PXY = wi) = > > |w|rrm
k

k {(nvm):xnynl =wk}

= Z Z |xnym‘anm

E {(nm):xnym=wr}

= Z ‘xn||ym|anm = Z ‘zn‘pn Z |ym|Qm < 00
n,m

s n m

lo cual muestra que existe E(XY).

El mismo célculo, quitando los valores absolutos, permite obtener la relacién (6.5). |

6.2. Momentos de Orden Superior. Momentos Centrados.

Definicién 6.2 Sea X una variable aleatoria discreta,
P(X =,)=pn, Y pa=1
n

y m un ndmero positivo. Si

Z |$n|mpn < 00,
n

se define el momento de orden m de X mediante
E(X™) = Zxﬁpn

(Ver la propiedad 4, con g(z) = «™).
Se define también el momento centrado de orden m de X para m > 2 mediante

fim = B((X = E(X)™) = 3 (2 — E(X))"ps.

(Ver la propiedad 4, con g(x) = (z — E(X))™. En la definicién se sobrentiende que existe la esperanza de la
variable aleatoria X).
Se acostumbra denominar varianza (Var(X)) al momento centrado de orden 2 — cuando existe — es decir

Var(X) = E((X — E(X))?) (6.6)
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y desviacién tipica o estdndar de X a (Var(X))'/2.
También se define la covarianza de dos variables aleatorias mediante

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))], (6.7)

siempre que la esperanza que figura en el segundo miembro esté bien definida, y el coeficiente de correlacion

de X e Y por
Cov(X,Y)

Var(X) Var(Y)’

p(X,Y) = (6.8)

siempre que el segundo miembro tenga sentido.
Finalmente, se dice que X e Y no estén correlacionadas, son no-correlacionadas o incorreladas si Cov(X,Y")
0.

6.2.1. Propiedades
Veamos a continuacion algunas propiedades de estos momentos.

Propiedad 1. Si a es una constante y X una variable aleatoria que tiene varianza, entonces

Var(X) = Var(X + a)

Var(aX) = a® Var(X).
La demostracion resulta de aplicar la definicién y queda como ejercicio para el lector.

Propiedad 2. Var(X) = E(X2) — (E(X))2.

Demostracion. Observar simplemente que

Var(X) = E[(X — E(X))’] = E[X? - 2E(X)X + (E(X))?]
B(X?) - 2E(X) E(X) + (B(X))
(XQ) (B(X))?.

Propiedad 3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
| Cov(X,Y)| < /Var(X) Var(Y).
Demostracion. Para demostrar esta desigualdad, consideremos la funcién f : R — R definida por
fl) =E[U - aV)?]
donde U = X —E(X)y V =Y —E(Y). Usando las propiedades de la esperanza matematica
f(z) =E[U? — 22UV + 2*V?| = E(U?) — 22 E(UV) + 2? E(V?)
de modo que f es un polinomio de segundo grado, y como
f(x) >0 paratodoxz € R

porque (U — zV)? > 0 para todo = € R, se deduce que el discriminante de este polinomio es menor o
igual que cero (ya que, de no ser asi, habria valores de = € R donde f(z) serfa negativa). Es decir que

(—2E(UV))? —4E(V?)E(U?) <0 = (E(UV))? <E(U?) E(V?).

Tomando en cuenta quienes son U y V' y las definiciones de varianza y covarianza, resulta la desigualdad
que queriamos probar. [ ]
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Propiedad 4. Sean X e Y dos variables aleatorias tales que esté definido el coeficiente de correlacion.
Entonces
-1<pX,Y)<1 (6.9)

Demostracién. Es una consecuencia sencilla de la propiedad anterior.

Propiedad 5. Si Var(X) = 0 entonces existe una constante ¢ tal que

(Esta propiedad de que P(X = ¢) = 1 se enuncia a veces diciendo que X es una variable aleatoria
“casi seguramente” igual a la constante c).

Demostracién. Para probar esta propiedad, recordemos que X es una variable aleatoria discreta. (El
resultado también sera cierto en general, como ocurre con casi todas las propiedades que hemos estu-
diado, pero eso lo veremos més adelante).

Entonces la variable aleatoria Y = (X — E(X))? también es discreta y toma valores mayores o iguales
a cero, digamos {y,, }. Nuestra hipdtesis es que

E(Y) = 0.

Sea ¢ = P(Y = y,,). Si hubiera algin y,,,, > 0 tal que p,,, > 0, se tendria que
E(Y) = Zympm 2 YmoPmo > 0

contradiciendo la hipédtesis. Por lo tanto no hay un tal y,,,, y si ym > 0 necesariamente p,, = 0. En
consecuencia

de donde se deduce que
PY=0=PY>0)-PY>0=1-0=1.
Pero {Y = 0} es el mismo evento que {X = E(X)}, de modo que
P(X =E(X)) =1,
y la propiedad se cumple, tomando ¢ = E(X). [ ]
Observacion 6.3 Es obvio que el reciproco de esta propiedad es cierto, ya que si

P(X=¢)=1 entonces E(X)=c

y
Var(X) = E((X —¢)?) =0,
puesto que
P(X—¢c=0)=P(X=c¢)=1.
Propiedad 6. Sean X, X»,..., X, variables aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene

varianza, entonces la suma también tiene varianza y

Var(X; + Xo + -+ 4+ X,,) = Var(Xy) 4+ Var(X3) + - - - 4+ Var(X,,). (6.10)
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Demostracion. Basta probar la igualdad (6.10) para n = 2. Para n > 2 se sigue por induccién completa,
y queda como ejercicio.

Sea entonces n = 2 y pongamos Y; = X; — E(X4), Y5 = X5 — E(X3). Como X;, X, son variables
aleatorias independientes, también lo son Y;, Y5 y, en consecuencia, por la propiedad 9 de la seccién
6.1.1

EMYz) =E(Y1)E(Y2) =0

Se deduce que

Var(X; + X3) = E[(X; + X2 — BE(X1 + X2))?] = E[(Y1 + Y2)?]
E[Y? + Y +21Ys] = E(Y?) + E(YS) + 2E(Y1Y2)
E(Y?) + E(Ys) = E[(X1 — E(X1))’] + E[(Y2 — E(Y2))?]

Var(Xl) + Var(Xg)

que es lo que queriamos probar.

Propiedad 7. Sea X una variable aleatoria y supongamos que existe su momento de orden m. Entonces
también existe su momento de orden k, para cualquier k, que satisfaga 0 < k < m.

Demostracién. Para probar que existe el momento de orden k hay que ver que

Z |xn|kpn < 00, donde p, = P(X = xn)v an =1
n n

Pero tenemos la desigualdad, vélida para todo nimero = € R,
lz|® < 14 |z|™. (6.11)

En efecto, si |z| < 1 la desigualdad es cierta ya que, en este caso, el primer miembro es menor o igual
que 1y el segundo es mayor o igual que 1. Por otra parte, si |z| > 1, es claro que

ja® < J2|™ <1+ 2™

y también se verifica (6.11). En resumen,

Z |xn|kpn < Z(l + |xn|m)pn =1+ Z |xn|mpn < 0.
n n n

Propiedad 8. Sean X e Y variables aleatorias con covarianza Cov(X,Y"), entonces

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Propiedad 9. Sean X e Y variables aleatorias con covarianza Cov(X,Y’), entonces

Cov(X +Y) =E(XY) — E(X)E(Y).

Las demostraciones quedan como ejercicio.
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6.3. Ejemplos y Aplicaciones.

1. Distribucién Binomial. Recordemos que la distribucién binomial es la distribucién de la variable S,
que representa el niimero de veces que ocurre un cierto evento A en n observaciones independientes del
mismo. Por ejemplo, el nimero de veces que extraemos un objeto defectuoso de una cierta poblacién
de objetos fabricados en una linea de produccién, cuando la extraccién se hace al azar y con reposicion.

Definimos las variables aleatorias

b {1 si en la i-ésima observacién ocurre A,
,L‘ =

0 si en la i-ésima observacién no ocurre A.
que admitimos que son independientes en nuestro modelo. Entonces
Sn=X1+Xo+ -+ X,.

Si denotamos p = P(A), entonces

Se deduce que
E(S,) =E (Z Xi> = E(Xi) =np.
i=1 i=1

Ademas, en virtud de que X1, Xs,..., X, son variables aleatorias independientes
Var(S,,) = Var (Z XZ-> = ZVar(Xi)
i=1 i=1

Var(X;) = E(X?) - (E(X;))* =p —p* =p(1 - p),
ya que X? = X; puesto que X; = 0 6 1. Reemplazando en la igualdad anterior, resulta
Var(S,,) = np(1 — p)

También podemos calcular E(S,,) y Var(S,,) directamente, ya que conocemos la funcién de probabilidad
de S, que es binomial b(n,p), es decir que

P(S, =k) = (Z)pk(l —p)" 7k k=0,1,2,...,n

Por lo tanto, aplicando la definicién de esperanza matemadtica en forma directa,

B(S,) = Y kP(S, = k) = 3 k()
k=0 k=0

" n—1)! -1 e

- "pg (n —(k)!(kz)— 1)!pk (L=p""
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Observamos que la tltima suma es igual a 1 ya que no es otra cosa que la suma de todas las probabil-
idades (7 =0,1,...,n — 1) correspondientes a una distribucién binomial con (n — 1) observaciones. O,
también, es el desarrollo de Newton del binomio (p+1 —p)"~1 = 1.

Con un cédlculo parecido también reencontramos el resultado que hemos obtenido para Var(S,); ob-
Servemos primero que

Var(Sn) = E(ng) - (E(Sn))Z = E(Sn(sn - 1)) + E(Sn) - (E(Sn))2

y entonces

k=0
-t (“) .
k; K
1)p? kZZ o - 2) " (1 = p)"*
n—2 n—29 ] )
=n(n—1)p? ( ; )p](l —p)" % =n(n - 1)p?
j=0

La ultima suma nuevamente vale 1, por un argumento anélogo al ya empleado. Reemplazando en la
igualdad anterior
Var(S,) = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 - p).

2. Distribucién de Poisson. Recordemos que la variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson con
parametro A > 0 si

Ak -
P(X=k)= e kE=0,1,2,...
Entonces
BE(X)=) kP(X =k =) ke
k=0 k=0
- (k= 1)! 7!
k= 7=0
= e et = )\,
donde hemos empleado el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial e* = Z;}O o .! Por lo tanto
E(X)=A\
Ademas

&0 )\k2

BIX(X — 1) = 3 k(= e = ae R

k=0

e N
/\Zﬁ:

Jj=0

y en consecuencia
Var(X) = E(X?) - (E(X))* = E(X(X — 1)) + B(X) - (E(X))?
=A==
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Es decir
Var(X) = A

3. Distribucién Geométrica. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad
P(X =n)=p(1—p)" ! n=12,...
con 0 < p < 1. Entonces

E(X)=> nP(X=n)=Y np(l-p)" " (6.12)

Para calcular esta suma, recordemos que si

oo
g cp 2"
n=0

es una serie de potencias y R es su radio de convergencia (lo cual significa que si |z| < R la serie
converge y que, cuando R < oo, si |z| > R la serie no converge), si denotamos por f(z) la suma de la
serie para |z| < R:

(oo}
f(2)=) eaz" (2] <R),
n=0
entonces f es derivable y

f(z) = incnzn_l (Iz| < R).
n=0

Lo cual significa que, para |z| < R, podemos calcular la derivada de la funcién f(z) como si fuera una
suma finita, es decir, sumando las derivadas de cada uno de los términos.

Apliquemos este resultado a la serie de potencias

oo
g 2"
n=0

Primero, se verifica que el radio de convergencia de esta serie es igual a 1. Esto es directo: si |z| > 1
entonces |z|™ — oo, es decir que el término general no tiende a cero y la serie no converge, y si |z] < 1,
la suma parcial de orden NN es

N N+1
1-— - 1
Zzn:1+z+22+~-~+zN: : Nz

— —
n=0

1—2 1—=2

es decir que la serie converge cuando |z| < 1 y su suma es i, 0 sea

= 1
n=0

Derivando término a término como hemos indicado anteriormente, se tiene

1 (oo} (oo}
m = annil = annil |Z| <1
n=0 n=1

Volviendo ahora al problema que estdbamos considerando, reemplazando z por 1 — p en la ecuacion
(6.12) resulta

B =p 2 nt=2" =ra i~
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Para calcular la varianza de esta distribucién comenzamos por la relacion
Var(X) = E(X (X — 1)) + E(X) — (E(X))?, (6.13)
y calculamos
BX(X —1)) =Y n(n—DP(X =n) = 3 nn - 1)p(1 —p)"*
n=1 n=1
=p(1—p)> n(n—1)(1—p)" >
n=2
Ahora bien, para calcular f”(z) procedemos como antes, derivando término a término la serie que
define f’(z). Es decir, que para |z| < 1,
L _ iz” = o inz"fl = _z in(nf 1)z 2
1—2 (1—2)2 (1—2)3 '
n=0 n=1 n=2
En consecuencia, reemplazando z por 1 — p, resulta
2 2(1 - p)
EX(X -1))=p(1—p) =
(1-(1-p))? p?
y volviendo a (6.13)
2
2(1 — 1 1 1-—
Var(X)zi( 2p)+_<) = 2p.
p p p p
4. Muestreo de poblaciones finitas. Se considera una poblacién dividida en r grupos dos a dos
disjuntos (llamados “estratos”) cuyas proporciones respectivas con relacién al total de los miembros
de la poblacién son q1,¢qo, ..., q-. Se extrae una muestra de tamano n de la poblacién, al azar y con
reposicién.
a. Calcular el valor esperado del niimero de estratos no representados en la muestra.
b. Hacer el calculo efectivo de dicho valor esperado, en los siguientes casos numéricos, suponiendo que
todos los estratos son del mismo tamano:
i)r=n=>5.
ii) r = n = 100.
» a. Consideremos las variables aleatorias X7, X, ..., X, definidas por

X {1 si el estrato 7 no estd representado en la muestra,
=

0  si el estrato ¢ esta representado en la muestra.
Entonces, el numero de estratos no representados en la muestra es, evidentemente,
X1 +Xo+ -+ X,

y su esperanza matematica
B(X;+ X4+ X,) =) E(X;) =) P(X;=1)

ya que
E(X;)=1x P(X;=1)+0x P(X =0).
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Ahora bien, jcudnto vale P(X; = 1)? El evento {X; = 1} sucede cuando el i-ésimo estrato no esté re-
presentado en la muestra, es decir, que ninguno de los n individuos seleccionados pertenece al estrato
i. En otros términos

{X; =1} ={1°" individuo no pertenece al estrato i}
N {2° individuo no pertenece al estrato i}

-+ - N {n-ésimo individuo no pertenece al estrato i}.
Como el muestreo es con reposicion, los n eventos que figuran en esta interseccién son independientes
y, en consecuencia, la probabilidad de su interseccion es igual al producto de sus probabilidades:
n
PX;=1)= H P(j-ésimo individuo no pertenece al estrato ).
Jj=1
Ademis,

P(j-ésimo individuo no pertenece al estrato i) = 1 — P(j-ésimo individuo pertenece al estrato )

y esta ultima probabilidad es ¢;, es decir, la proporciéon de individuos que contiene el estrato i con
relacién al total. Reemplazando obtenemos

P(Xi=1)=(1-q)"

E(X0 4+ Xo+ -+ X)) = D (1—q)™

i=1

b. Que todos los estratos son de igual tamano implica que

qQ=q =" "=(qr

y como
r

qu = 17
=1

se deduce que

La esperanza matemaética del nimero de estratos no representados en la muestra resulta ser

by

. 5 . . 100
Sir=n=2>5,estoesb (%) =~ 1.64, mientras que si r = n = 100 el resultado es 100 ( - ﬁ) ~ 36.6.
Es 1til ver como encontramos un valor aproximado para esta expresién. Usando la férmula de Taylor para
log(1 —x)

2?2 28
log(l—z)=—-2— — — — — e 1
R (12l < 1)
y entonces, si |z] < 1
(1- x)% _ otlogi—a) _ e%(ﬂh%f%fuy _ 6717g7§74..

que es aproximadamente igual a e ! cuando  es pequefio. Con z = 1/100 se tiene que la esperanza matematica
es aproximadamente 100e™", o sea que esperamos encontrar una proporcién 1/e de estratos no representados
en una muestra de n = r individuos. Observe que esto es cierto si n = r es suficientemente grande. |
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5. Se lanzan dos dados simétricos independientes. Sean Xy, X5 los resultados obtenidos en cada uno e
Y = méX{Xl, XQ}

a. Hallar la probabilidad conjunta de X; e Y.
b. Calcular E(X7), E(Y), Var(X;7), Var(Y) y Cov(X1,Y).

» a. Usemos la notacién r;; = P(Xy =4, Y = j) parad,j = 1,2,3,4,5,6. Es claro que si i > j entonces
r;; = 0 porque Y > X;. Si ¢ < j, entonces

ri; =P(X1 =1, Xo=35)=P(X; =0)P(Xo=j) = <1> 7

mientras que para ¢ = j tenemos

1
ri = P(X1 =1, ngi):P(Xlzi)P(ngi):éé.
Resumiendo
1< ':>r--—i
J ij 367
=] = Tij an?
1= Tij 36
i>j:>Tij:0.
b.

(1+243+4+5+6) = %,
Var(X,) = E(X7) - (E(X)))?

E(Xy) =

| =

1 21\? 35
=-(14224+432+4245%246H) - [ ) ==,
6( +2° 4+ 37+ 47+ 57 +67) 5 13

Para calcular E(Y') y Var(Y'), observemos que

21

P(Y = i) = —

(i=1,2,3,4,5,6)

lo cual puede calcularse directamente o usando la parte (a) de este ejercicio. Por lo tanto

1 3 5 7 9 11 161
EY)=1— 42> 43— 44— 45— 4+ 6— = —
(¥) 36 7736 736 T “36 7”36 V36 36
Var(Y) = E(Y?) — (E(Y))?
1 3 5 7 9 11 1\2
=1—=+22— +32 -+ 42— +5— +6° = - [ =
36 7736 36 V36 23 "36 |36
7365

(36)>°

Finalmente
Cov(X1,Y) =E[(X; —E(X1))Y —E(Y))] = E(X1Y) — E(X1) E(Y).
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E(X1Y) se calcula utilizando la probabilidad conjunta que encontramos en la parte a.

6 6 .
.. 1 2 1
E(X 1Y) = Z ijri; = Zzg% + 2" 35
1,j=1 1<J =1
N 6 6
_ . . 3
=g |22 2 it
=1 j=i+41 i=1
5 . . 6
1 (6—i)(6+i+1). 3| 154
=36 ; 2 o ;Z 9
lo que implica que Cov(X1,Y) = %5. |
6. Sean X7, Xs,..., X, variables aleatorias independientes y supongamos que

E(X;)=p,  Var(X;)=0% (i=1,...,n).

Definimos la media muestral correspondiente a esta muestra por

X=02 X

—_

y la varianza muestral por

1 n o
2 2
= X, — X)°.
y n—1;( )

Es importante no confundirlas con la media p y varianza o2 de cada una de las observaciones. Estas
son constantes, mientras que las primeras son variables aleatorias.

Mostrar que

» Comenzamos con

Por otro lado

n—1~4
=1

E(sz)E< L i(Xin) ! iE((Xif/Hru—Y)z). (6.14)

Calculemos el valor de cada sumando:
B((X: — 1)) — 2B((X: — p)(X — ) + B((X = 1)?) (6.15)

y ahora cada uno de estos términos:
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E((X; — u)?) es la varianza de X, es decir, 2.

3

E((X; = pn)(X — ) = E(X; — p)( (X5 =)

=1

3

S|
3 .

=E((Xi —p) (X; =)

3=

Jj=

_ %Ep (Xi = u)(X; — )
E((Xi = p)(X; = p))-

j=1

—

S|

En esta suma, si ¢ # j, como X;, X; son variables aleatorias independientes, tenemos
E((Xi —u)(X; — ) = E(X; — p) E(X; — ) =0,

y por lo tanto
2

— 1 o
E((Xi = (X = p) = — B((Xi = p)*) = —.
Veamos a continuacién el tercer término de (6.15):

E((X — u)?) es la varianza de X, ya que

Pero, por otra parte,
Z ! n2 ZZ 7 ! n?2 ’

n 4 n
=1

ya que Xq,...,X, son variables aleatorias independientes.

En consecuencia, resulta que la suma en (6.15) es igual a

5 202 o2 on —1
0f——+ —=0"—,
n n n

y reemplazando en la igualdad (6.14)

<

Observacion 6.4 Es facil verificar que todo el calculo realizado en este ejercicio, y por lo tanto la
conclusién, permanece valido si las variables aleatorias X1, ..., X, no estan correlacionadas, en lugar
de exigirse que sean independientes.

7. Dar un ejemplo de dos variables aleatorias X e Y que no sean independientes, pero que, sin embargo,
E(XY)=E(X)E(Y),

lo cual implica que no estan correlacionadas.
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» Sea X una variable aleatoria que toma los valores 1,0 y —1, cada uno con probabilidad 1/3, y definamos
Y = X2
Es obvio que X e Y no son variables aleatorias independientes, ya que si conocemos el valor de X,
también conocemos el valor de Y. Mas precisamente, por ejemplo,

P(X=1Y=1)=P(X =1),

debido a que el evento {X = 1} estd contenido en el evento {Y = 1}. En consecuencia

P(X=1Y=1)= 3 #P(X=1)P(Y =1)= 3 x >
va que
P(Y:1)=P(X=1)+P(X:-1):§.

Sin embargo, X e Y cumplen que
E(XY) =E(X)E(®Y).

Calculemos ambos miembros y veamos que dan lo mismo. El segundo es evidentemente igual a cero,
ya que
E(X)—lxl—&—Oxl—&-(—l)xl—O
03 3 37
En cuanto al primero, obervamos que XY = X3 = X, ya que como X vale 1,0 6 —1, X3 es siempre
igual a X. En conclusion

E(XY)=E(X?) =E(X) =0.

<

Observacién 6.5 En el enunciado se sefiala que si E(XY) = E(X) E(Y), entonces X e Y son variables
aleatorias no-correlacionadas. Esto se deduce de la Propiedad 9 de la seccién 6.1.1.

6.4. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias con Densidad.

Definicién 6.3 Sea X una variable aleatoria, F'x su funcién de distribucién y supongamos que ésta posee
una densidad fx. El valor esperado o esperanza matematica de X existe y es finito si y sélo si la integral

/ | fx () (6.16)
es finita, y en este caso E(X) se define mediante la férmula
E(X) = / xfx(x)d. (6.17)

Veamos a continuacién algunos ejemplos de aplicacién de la férmula (6.17).
Ejemplos.

1. Distribucién Uniforme. Supongamos que X tiene distribucién uniforme en el intervalo (a,b), a < b.
Sabemos que ello implica que X tiene densidad

b—a

4 sia <z <b,
0 siz<adbxz>b
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o
| |
S]

Figura 6.1

Tenemos

E(X):/+wfo(w)dx:/bxb1adx

— 00 a
1 1.5 5 b+ta
=gl )=

1. Distribucion Exponencial. Si X tiene distribucién exponencial con pardmetro A, (A > 0), su densidad

es
Ae A six >0,
fﬂ@{o siz <0

Entonces

E(X) = /+Ooxfx(x) dx = /O+OO:U)\6AZ dzx.

— / — e d:c}
0 0 A

+o0 1
= / e Mdr = —
0 A

2. Distribucién Normal. Si X tiene distribucién normal con pardmetros (u,0?), su densidad es

1 1 (z—p)?
ex —_—— IER.
T pl-g—2 1}

Integrando por partes

es decir E(X) =1/A.

fx(@) =
Se verifica facilmente que

+oo
[ el txta)do < .

— 00

y efectuando el cambio de variables u = (z — ) /0o, resulta

e 1(x—p)?
E(X) = x 5 exp{fi(aiéu)}dx
Feo 1 2
= ou + e U 2y
JC
o +oo 2 oo 2
— —u /2d / —u®/2
— ue u + — du.
V2T [oo K —oo V2T

La integral en el primer término vale cero, dado que la funcién u e%/2 og impar y tiene integral finita.

En cuanto a la integral en el segundo término, vale 1, ya que no es sino la integral sobre toda la recta
de la densidad normal con pardmetros (0, 1). Resumiendo E(X) = p.
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6.5. Cambio de Variables. Momentos de Orden Superior.
Sea f(z) la densidad de la variable aleatoria X y
g:R—R
una funcién con alguna regularidad. Consideremos la variable aleatoria
Y = g(X).

Entonces, el valor esperado de Y se puede calcular mediante la férmula

BY) = [ gla)f(a)to (6.18)

siempre que la integral de la derecha sea absolutamente convergente, es decir que

/ 9()|f(@)de < oo
R

Un caso particular merece una mencién aparte. Si g : R — R es la funcién

g(z) = a*,

entonces
E(g(X)) = E(X")
se denomina el momento de orden k de la variable aleatoria X, que es finito si y sélo si

E(|X|") < co.

Si X tiene densidad fx y si
+oo
/ lz|® fx (z)dx < oo,

entonces la férmula (6.18) se traduce en

E(XF) = /+<>° ¥ fx (z) da

— 00
Al igual que en el caso discreto definimos el momento centrado de orden m de X para m > 2 mediante

+oo
Jim = B((X — B(X))™) = / (& — B(X))™ fx («) da,

— 00

suponiendo que la integral exista.
Las definiciones de varianza, desviacion tipica, covarianzay correlacion son iguales a las del caso discreto.

Observacion 6.6 Las propiedades que demostramos para los momentos de orden superior en la seccién
6.2.1 para el caso discreto también son ciertas para el caso continuo y aun con mayor generalidad. Para
algunas propiedades las demostraciones no requieren modificaciéon, como en el caso de las propiedades 1, 2
y 6, pero en otros es necesario dar demostraciones distintas, que no incluiremos.
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Ejemplos.
1. Distribucién Uniforme. Ya vimos que si X tiene distribucién uniforme en (a,b), entonces

B(X) = a—l—b.

Calculemos

Var(X) = E[(X — E(X))?] = / +°° <x - b)2 fx(@)de
A [ (o) w2
- 3(b1_a) [(b;a)g_ <a;b)3] - (bzza)z

2. Distribucién Exponencial. Calculemos los momentos de orden k (k > 1 entero) de una variable aleatoria
X con distribucién exponencial con pardmetro A (A > 0).

Recurriendo a la forma de la densidad respectiva, e integrando por partes
“+o0 ) o
E(X*) = / zF e o dx = —e‘”xk‘ + k/ eF e A dy
0 0 0

de donde obtenemos

k
E(X*) = 3 E(X*h).
Procediendo de manera inductiva se deduce de aqui que
kk—1 1 k!
E(XF) === ... ZE(X" = —

3. Distribucién Normal. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros (0,1), es
decir que su densidad es
1 —22/2
plr)=—c¢
(x) or
Calculemos el momento de orden k (k > 1 entero) de X. Es claro que estos momentos son finitos, ya
que una acotacién sencilla (que dejamos como ejercicio) muestra que

/+Oo| kL ety <
Tr| ——e X Q.
5o V21

para z € R.

Sabemos que
“+o0o
1 2
E(X*) = / ab—— e " /2dx. 6.19
C=] A (6.19)
Si k es impar, como el integrando resulta ser una funcién impar, la integral vale cero y E(X¥) = 0.

Si k es un ntmero par, digamos k = 2p, p entero positivo, integrando por partes en el segundo miembro
de (6.19) se obtiene

+oo +oo
E(sz) = 2p*2e*w2/2‘ +(2p— 1)/ 22724

1
— | —x
V2m |: - —o0

+oo 1
= (29p—1 =
(2p—-1) -

2
I2p7267m /2d1,
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y por lo tanto
E(X?) = (2p — 1) E(X?*72),

Aplicando ahora un procedimiento inductivo, se tiene

(2p)!
2p pl

E(X*?)=(2p—-1)(2p—3)---3E(X) = (6.20)

Una variante sencilla es el cdlculo del momento de orden k de la variable aleatoria X — p, donde X
tiene distribucién normal con pardmetros (u,o?).

En este caso
+o0 (

B(X =) = [ @) e

x;{jg)Q tdz.
Haciendo el cambio de variables t = (x — u) /o, resulta do = odt y
B(X - ) = [ T (ot e 2t = o / T Lty
oo V2o —oo V2m
y la integral de la derecha es la que venimos de calcular. Por lo tanto

k impar = E((X —p)*) =0

2p (Qp)'

k=2ppar =E(X —p?)=0 29 ]

En especial, si k = 2 tenemos Var(X) = E((X — u)?) = o2.

6.6. Dos Formulas para el Calculo de Valores Esperados.

En primer lugar, sea X una variable aleatoria discreta, cuyos valores son enteros positivos:

oo
PX=n)=p, n=0,1,..., anzl.
n=0
Denotamos
gn = P(X >n) Zpk, n=0,1,...
k=n+1
entonces
oo
= an, (6.21)
n=0

donde se debe entender que si E(X) = +oco la serie diverge.
Para probar (6.21) observamos que

ann— (P14 4+ p8) + P2+ py) -+ (Dn—1 +DN) + PN

= gn— Ngn (6.22)
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Esto ya muestra que si E(X) = 400, caso en el cual el primer miembro tiende a 400 cuando N — oo,

entonces
o0
Z Gn = +00,
n=0
ya que
N N-1
S e < g
n=1 n=0
Si, por el contrario, E(X) < oo, es decir, si la serie
>
n
es convergente, debe cumplirse que
Ngy — 0 cuando N — oo,

porque

o0 oo
0< Ngv =N Z Pn < Z np, — 0 cuando N — oo,
n=N+1 n=N+1

dado que el tdltimo miembro de esta cadena de desigualdades es la “cola”’de una serie convergente. Pero
entonces, pasando al limite en (6.22) cuando N — oo, se obtiene (6.21).

La segunda férmula que veremos, de la cual en realidad (6.21) es un caso particular, es la siguiente: Sea
X una variable aleatoria no-negativa y F'x su funcién de distribuciéon. Entonces

+oo
E(X) = /0 (1 - Fx(z)) da. (6.23)

Hay que entender que en la férmula (6.23),

+oo
/ (1 - Fx(2))dz
0

se define como integral impropia, es decir,

too A
/0 (1= Fx(a)de = lim | (1— Fx(x))da,

A—oo 0

y también que si E(X) = +o0, la integral en el segundo miembro de (6.36) es divergente, y en este sentido,
también vale la igualdad. El lector interesado puede encontrar la demostracién de (6.23) en el apéndice de
este capitulo.

6.7. Ejemplos.

1. Distribucién Geométrica. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica de parametro p,
0 < p <1, es decir que
P(X =n)=p(1—p)"! n=12...

Calcular F(X) mediante aplicacién de la férmula (6.34).
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» Sabemos que X es el tiempo que tarda en ocurrir el primer éxito en una sucesiéon de pruebas de
Bernoulli con pardmetro p. Por lo tanto, el suceso {X > n} corresponde a que en las primeras n
experiencias, el evento que estamos observando no ocurre, y esto implica que

gn=P(X >n)=(1-p)"

y entonces
- 1 1
=2 =,
donde hemos usado la suma de una serie geométrica de razon 1 — p. <

2. Distribucién Normal. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardametros (0,0?).
Calcular E(|X|) y Var(|X]).

» Hagamos la transformaciéon Y = X /o, entonces Y es normal tipica y
E(IX])=cE(Y])  Var(IX]) = o® Var(]Y])

vy nos basta considerar el caso de Y. Tenemos

+oo +o00 ,
B(v) = [ el v = [ il e

—0o0

2 oo 2
_ —x /2d
= — xe i
\/27r/0
2 (—6_362/2‘4_00 2

™

0 ™

Por otro lado
Var([Y]) = E(Y[*) = (E()Y]))?,  E(|Y[*) = Var(Y) =1

(ya hemos visto que si una variable aleatoria tiene distribucién normal de pardmetros (u, 02), entonces
su varianza es o2. Por lo tanto la varianza de Y es igual a 1). Reemplazando

2
Var(‘YD =1- )
™

y volviendo al principio

mmw=a¢j Var(V)) = o%(1 - 2).

<
3. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria
Z=X+X2+...+X2

donde Xi,...,X, son variables aleatorias independientes cada una de las cuales tiene distribucién

normal de pardmetros (0, 1).

Nota. La distribucién de Z se denomina distribucién ji-cuadrado con n grados de libertad y se denota x2.

» El cédlculo del valor esperado es sencillo:

E(Z) =E(X7+ X5+ -+ X.) =E(X}) + E(X3) +--- + B(X})
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y como E(X?) es la varianza de X;, es claro que E(X;) = 1 para todo i = 1,...,n. Por lo tanto
E(Z) =n.
En cuanto a la varianza, como X4i,..., X, son variables aleatorias independientes, se deduce que
también X%, ..., X2 son variables independientes, y por lo tanto
Var(Z) = ZVar(Xf).
i=1
Como todas las X; tienen igual distribucién de probabilidad, todos los términos de esta suma son
iguales. Ademds
4!
Var(X3) = B(X!) = (B(X3))? = 50 — 1 =2
donde hemos aplicado la férmula (6.20) para calcular E(X{). Resumiendo
Var(Z) = 2n.
<
4. Sean X1, Xo,..., X, n observaciones independientes con distribucién uniforme en el intervalo (0,1).
Ordenando estas variables en forma creciente, obtenemos los llamados estadisticos de orden de las
observaciones X1, Xo, ..., X;:
X =X s = Xm)
a. Calcular E(X(n)) y Var(X(n))
b. Calcular, en general, E(X ) y Var(X()).
» a. La distribucién de X, estd dada por

P(X(n)ga:):x” SiOSZ‘Sl,

ya que
{Xn) €10,2]} = M {X; < x}

y los eventos que aparecen en esta interseccién son independientes. Por lo tanto,

0 six <0
Fx,(z) = {z" si0<z<1
1 siz>1

y X() tiene densidad

_J0 siz ¢ (0,1)
fX(") () = {n:c"l si0<zr<1

y calculamos

n
n+1

+oo 1
E(Xn)) = / zfx,, (v)dr = / xnz™ Vdx =
0

— 00

1
E(X7,) = /0 *na™tde = - i 5

Var(X(n)) = B(X(,)) = (B(X(m))?

:n:L-Q_ (nj—l)z_ (n+2)?n+1)2
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b. En general, la densidad de X ;) estd dada por

n(p-)a* Y1 —z)nk si0<z <1

fX<k> (x) = {0 six ¢ (0,1)

Entonces

Si introducimos la notacién
1
B(k,1) = / 2*(1 — z)ldz  donde k,1=0,1,2...
0

entonces E(X(y)) y E(X7,)) se escriben como

n—1

B(X) =n(} ) Bl 1)
E(X?,) = n(Z: DB(k +1,n—k)

y nuestro problema se reduce a calcular B(k, 1), lo cual hacemos a continuacién.
Primero observemos que
B(k,l) = B(l,k)

haciendo el cambio de variables y = 1 — « en la integral (6.39). Calculamos B(k,!) integrando por
partes. Sea [ > 1:

B(k,l) = /1 (1 —2)lde

1 k+1 l
= — 1—

1 l 1
k+1 1— l—ld
0+7k+1 | " (1 —x)' " N de

!
' _Bk+1,1-1).
k+1(+, )

Esta féormula de recurrencia, aplicada reiteradamente nos da

-1
CEDICES)
CU-1)-1
G GrpPETLY

N1

Gt )lk+i+1

Blil) = — Blk+1,1—1) =

Bk+2,1-2
k41 (k+2, )

ya que B(k+1,0) =1/(k + 1+ 1). Resumiendo,

k!

B = v
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y reemplazando en las férmulas para E(X ) v E(X (2n)) obtenemos

n! El(n — k)! k
E(X ) = =
(X)) k=Dn—k)! (n+1)!  n+1
5 n! (k+ Dl(n—k)! k(k+1)
(k—1Dl(n—k)! (n+2)! (n+1)(n+2)
k(k+1) k2 k(n—k+1)
Var((X = — =
(X)) = i Dm+y) ~ mr 1P m+ ety
<
5. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Cauchy de densidad:
fa)= €R
= m(1+ x2) o '
Demostrar que no existe E(X) pero que, sin embargo
lim z f(x)dz = 0.
» Para ver que la esperanza matematica de X no existe, mostraremos que la integral
| lel fw) s
es divergente. Efectivamente
1 [ 2 [
— / 2] dr = — / * dx
m)_, 1+ a2 7w Jo 14 22
2 /1 ‘o
= (2 log(1 + 2?) . = log(1 + a?)
— 400 cuando a — 0o
Sin embargo, es obvio que
1/ =
J— —_— d =
™ /_a 1122 0
ya que el integrando es una funcién impar, y por lo tanto,
1 [ =
lim — ——dx =
airgo s /;a 1+ .TQ v 0
|

6. Sean X e Y dos variables aleatorias, Var(X) # 0, Var(Y) # 0 y sea p su coeficiente de correlacién

_ Cov(X,Y)
v/ Var(X) Var(Y)

Probar que si p =1 6 p = —1, entonces existen dos constantes m y n tales que

PY=mX+n)=1.
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» Recordemos como probamos que —1 < p < 1 (Propiedad 4, seccién 6.1.1). Consideramos la funcién
f(z) =E((V —2U)?),donde U = X —E(X)y V =Y — E(Y). Desarrollando el cuadrado
f(x) = E(V?) - 20 E(UV) + 2> E(U?)
= Var(Y) — 22 Cov(X,Y) + 2* Var(X)

El discriminante de este polinomio de segundo grado es positivo (observar que el grado del polinomio
es 2 ya que hemos supuesto que Var(X) # 0). Por otra parte, este polinomio tiene discriminante

4(Cov(X,Y))? — 4 Var(X) Var(Y) = 0

yva que p =1 6 p = —1. Esto quiere decir que ese polinomio tiene una raiz real doble, que llamaremos
m. O sea que f(m) =0, es decir
E(V —mU)?) =0.

Pero (V — mU)? es una variable aleatoria no-negativa, cuya esperanza es nula y por lo tanto (ver
propiedad 5, seccién 6.2.1 y la observacion 6.6 de la seccién 6.5)

P(V-mU)*=0)=1= PV -mU=0)=1

va que {V —mU = 0} y {(V —mU)? = 0} son el mismo evento. Reemplazando V por Y — E(Y) y U
por X — E(X), resulta

PY-EY)-m(X-EX))=0)=1
y eligiendo n = E(Y') — mE(X), se obtiene el resultado. <
Nota. El numero p, que sabemos que estd comprendido entre —1 y 1, es una medida de la dependencia lineal
entre las variables aleatorias X e Y. Lo que dice este ejercicio es que si p = 1 6 p = —1, entonces la probabilidad

de que el par aleatorio (X,Y’) caiga en la recta de ecuacién y = mx +n es igual a 1, o, lo que es lo mismo, que
la probabilidad de que caiga fuera de dicha recta es igual a cero.

Cuando p = 1 6 p = —1, la pendiente m de la recta en cuestion es la raiz doble de la ecuacién f(z) = 0, es
decir que

_ Cov(X,Y)

~ Var(X)
De modo que, si p =1, Cov(X,Y) > 0 y la pendiente es positiva y si p = —1, Cov(X,Y) < 0 y m resulta
negativo.

7. Un pasajero llega al terminal de autobuses en el instante 7', que es una variable aleatoria con distribu-
cién uniforme entre las 11 y las 12 horas. De acuerdo con el horario, esta previsto que del terminal
partan un autobus a las 11 y otro a las 12, pero éstos salen con retardos aleatorios X e Y respec-
tivamente, teniendo cada una de estas dos variables aleatorias distribucién uniforme en el intervalo
(0,1/2 hora).

Si ambos autobuses le sirven al pasajero y las variables aleatorias T, X, Y son independientes, jcual

es el valor esperado del tiempo que el pasajero permanecera en el terminal?

» Llamemos Z al tiempo que debe esperar el pasajero. Sea A el evento {11 < T < 11 : 30}, es decir “el
pasajero llega entre las 11 y las 11 y 30” y B el evento {T — 11 < X}, es decir, “llega antes de que el
primer autobus salga”. Entonces

— Si ocurren A y B, el tiempo de espera es Z = X — (T — 11) (ver figura 6.2).
— Siocurre A y no ocurre B, Z =12 —-T +Y (ver figura 6.3).

— Si no ocurre A entonces Z = 12 — T + Y (ver figura 6.4).

En resumen,
en ANB, Z=X-—(T-11),
en (ANB), Z=12-T+Y,
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X
I I I I I
11 T 11:30 12
— 7 —
Figura 6.2
— X — — 12 -T ——«——Y —
I I I I I I
11 T 11:30 12
A
Figura 6.3

lo que es lo mismo que
Z=(X—-(T-11)1anp + (12 =T +Y)1(anp)-

y si observamos que
lanpy =1—1anp

obtenemos que

Z=(X—(T—=11))1anp+(12-T+Y)(1 - Lianp)
(12-T+Y)+ (X —T+11-124+T —Y)lanp

=(12-T+Y)+(X =Y — 1)1anp.

Por lo tanto
E(Z)=12—-E(T)+E(Y)+E(X —Y = 1)141p).

Es claro que
E(T) =115 E(Y) =0.25.

Para calcular el iltimo término, observamos que la densidad conjunta de las variables aleatorias T, X
eY es
4 5111 <t<12; 0<2<0.5;, 0<y <05

0 en cualquier otro caso.

frxy(t,zy) = {

Esto resulta inmediatamente de que T, X e Y son independientes y de que tienen densidad uniforme,
la primera en (11, 12) y en (0, 0.5) las otras dos.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la definicién de las eventos A y B,

11,5 0,5 0,5 11
E((X—Y—l)lAmB):/ dt/ d:z:/ (x—y—1)ddy=——
11 t—11 0 48

Reemplazando se obtiene

2
E(Z) = g horas.
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— X — «— 12 —-T —«—Y —
I I I I I I
11 11:30 T 12
A
Figura 6.4
Ejercicios
1. Un jugador lanza dos monedas. Si ambas caen dguila, gana $ 10, si $olo hay un 4guila, gana $ 2,

10.

11.

12.

mientras que si no hay ninguna dguila pierde $ 12. Determine el valor esperado de la ganancia para un
lanzamiento de las dos monedas.

En una loterfa se venden 1,000,000 de boletos de $10 cada uno. Hay un primer premio de $3,000,000,
10 premios de $200,000, 100 premios de $2,000, 1,000 premios de $100 y 10,000 boletos reciben un
reembolso del costo del boleto. Halle el valor esperado de la ganancia neta por boleto.

Extraemos al azar cartas de un juego de barajas con reposiciéon hasta obtener un as y sea X el nimero
de cartas extraidas. Halle E(X) y Var(X).

. Lanzamos una moneda repetidamente hasta obtener dos dguilas o dos soles, lo que ocurra primero. Sea

X el niimeo de lanzamientos de la moneda. Halle el valor esperado y la varianza de X.

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon de Poisson de parametro \. Halle el valor esperado de la

variable Y = e¥.

Sean X, Y variables aleatorias cada una de las cuales toma tinicamente dos valores distintos. Demuestre
que X e Y son independientes si y sélo si E(XY) = E(X)E(Y).

Lanzamos dos dados, si el lanzamiento es un doble (dos caras iguales) los dados se vuelven a lanzar y
asf hasta que las dos caras que se obtienen sean distintas. Sea X el nimero de lanzamientos necesarios
para que esto ocurra. Halle el valor esperado y la varianza de X. Halle también el valor esperado y la
varianza de 2%

En una bolsa hay cinco boletos que corresponden a un premio de $1,000 y cuatro premios de $20. Cinco
personas sacan, sucesivamente, un boleto al azar y sea X; el premio que le corresponde a la i-ésima
persona en sacar un boleto. Calcule E(X1) y Var(X;), (b) E(X3) y Var(X5s), (¢) E(X1+---+ X5) ¥
Var(Xq + -+ + X5).

Una caja contiene 5 bolas numeradas del 1 al 5. Se extraen 200 bolas con reposicién y sea X; el nimero
en la i-ésima bola extraida, Y la suma de los 200 ntimeros obtenidos y Z el promedio de los 200
ntimeros. Halle (a) E(X) y Var(X), (b) E(Y) y Var(Y), (c) E(Z) y Var(2).

Lanzamos un par de dados, sea X7 el nimero que aparece en el primero y X5 el del segundo. Definimos
YV = X; + X, Z = XY. Halle (a) E(X1), (b) E(X3), (c) E(Y), (d) E(2), (e) E(YZ), (f) E(Y?), (g)
E(Z?).

En un concurso hay cinco cajas idénticas cerradas. En una de ellas hay $100,000, otra contiene $10,000,
una tercera $1,000, la cuarta $100 y la tiltima tiene un signo de ALTO. El concursante escoge una caja
y gana el contenido. Este proceso se repite hasta que salga el signo d ALTO, momento en el cual el
concurso termina. Halle el valor esperado de la cantidad que gana el concursante.

Una maquina produce objetos que son defectuosos con probabilidad 0.01 y cuando esto ocurre, la
maquina se detiene y es ajustada. Halle el valor promedio del niimero de objetos buenos producidos
entre dos objetos defectuosos.
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13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. Calcule media y varianza para las distribuciones de los ejercicios 1, 2, 4, 5, 7, 8,9, 10, 11, 18 y 19 del
Capitulo 4.

Sea X una variable aleatoria con E(X) = 2, Var(X) = 1, E(X*) = 34. Calcular media y varianza para
las siguientes variables aleatorias: U =2X +1, V =X?, Z=-X242.

Las variables X, Y son independientes y E(X) = —3, E(X*) = 100, E(Y) = 4, E(Y*) = 500, Var(X) =
0.5, Var(Y) = 2. Calcular la media y varianza para las variables U = 3X —2Y y V = X2 — Y2,

Suponga que X,Y tienen igual media e igual varianza y ademaés son independientes. Demuestre que

E((X —Y)?) =2 Var(X).

Suponga que X, Y tienen igual varianza. Demuestre que

E(X+Y)(X-Y)=EX +Y)E(X -Y).

Suponga que X, Y son independientes y ambas tienen media 3 y varianza 1. Halle la media y varianza
de X +Y y XY.

Demuestre que
Var(X +Y) + Var(X —Y) = 2 Var(X) + 2 Var(Y).

Sea X una variable con valor esperado finito E(X). Demuestre que
(EX)* < B(X?)

Sean X7, ..., X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con media p y varianza
o2. Definimos la media muestral por X = n~* > p_q Xi. Demuestre que

Cov(X, X, —X)=0, 1<k<n.

Se considera el siguiente juego de azar entre dos jugadores. El primero elige al azar un punto X en el
intervalo (0,2) mientras que el segundo elige un punto Y en el intervalo (1, 3), también con distribucién
uniforme. Suponemos que X e Y son variables aleatorias independientes. Entonces

- Si X <Y, el primer jugador paga a(Y — X) unidades al segundo.
- Si X >Y, el segundo jugador paga b(X — Y') unidades al primero,
donde a y b son constantes positivas.

a. Hallar la relacién b/a para que el juego sea equitativo (esto significa que la esperanza matemética
de la ganancia de cada jugador es igual a cero).

b. Con la relacién b/a calculada en la parte anterior, calcular la varianza de la ganancia del primer
jugador.

Sea X, Y variables aleatorias independientes, ambas con distribucién de Bernoulli con probabilidad de
éxito 1/2. Demuestre que X +Y y | X + Y| son dependientes pero no estdn correlacionadas.

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon geométrica de parametro p y M un ntmero entero
positivo. Calcular la esperanza matemaética de la variable aleatoria ¥ = min{X, M}.

(a) Se lanza una moneda perfecta repetidamente. Sea v la variable aleatoria que indica el nimero
de veces seguidas que ocurre lo mismo que en el primer lanzamiento. (Por ejemplo, si A es dguila y
S es sol, con la sucesién de resultados AAASSAS ... se tiene v = 3 mientras que con la sucesién
SSSSSASAS ... setiene v =5). Calcular E(v) y Var(v).

(b) Rehacer el célculo de la parte a suponiendo que, en lugar de una moneda perfecta, se dispone de
una moneda tal que la probabilidad de dguila en un lanzamiento es igual a p. ;Qué ocurre si p = 0
6p=17
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

(a) Una ciudad estd dividida en cuatro partes, con nimero respectivo de habitantes Hy, Hy, Hs y Hy.
Supongamos que el promedio m = (Hy + Hs + H3 + Hy)/4 de habitantes de las partes, es de 1000
personas y sea

Se eligen al azar en un muestreo sin reposicién dos de las cuatro partes y se cuenta el nimero de
habitantes obtenidos en cada una de ellas, que denominamos X; y X,. Mostrar que

E(X] + X2) = 2 x 1000

4
Var(X; + Xo) = 502

(b) Generalizar al caso en el cual, en lugar de cuatro, la ciudad estd dividida en n partes, y en lugar
de seleccionar al azar dos de ellas, se seleccionan r. Se obtiene

E(X1+Xo+ -+ X,) =mr,
donde m es el promedio del niimero de habitantes de las partes, y

Var(X; + Xo +---+ X,) = Maz

n—1

Se escriben n cartas y sus respectivos sobres, y se ensobran las cartas al azar, de modo que la proba-
bilidad de cualquiera de las posibles permutaciones de las cartas, es la misma. Calcular la esperanza y
la varianza del nimero de cartas que se ensobran correctamente.

Sugerencia. Escribir Y comoY =37 | X;, donde

X {1 si la i-ésima carta va en el i-ésimo sobre
.=

0 en caso contrario.

En una bolsa hay n tarjetas numeradas de 1 a n. Se extraen las tarjetas sucesivamente con reposicién.
(a) {Cudl es el valor esperado del ntimero de extracciones hasta repetir el primer nimero? (b) ;Cuél
es el valor esperado del nimero de extracciones hasta que ocurra la primera repeticiéon?

Se considera un conjunto de n personas. Calcular el valor esperado del niimero de dias del ano en que
cumplen anos exactamente k de ellos. Suponga que el ano tiene 365 dias, que todas las distribuciones
posibles son igualmente probables y que n > k.

Una persona con n llaves trata de abrir una puerta probando las llaves sucesiva e independientemente.
Calcule la esperanza y la varianza del nimero v de intentos requeridos hasta encontrar la llave correcta,
suponiendo que ésta es una sola, en las dos situaciones siguientes.

(a) Si la seleccién de las llaves es con reposicién, es decir, que una llave inservible no es quitada del
lote, una vez probada. (b) Si la seleccién es sin reposicién.

Un sistema permite establecer comunicaciones de acuerdo al diagrama 6.1. Cada bloque rectangular
demora una unidad de tiempo y T es la variable aleatoria que indica el tiempo que se demora en
establecer una comunicaciéon buena.
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( Comienzo )
intento de establece
comunicacién
Jtiene 1o
éxito?
si
jes buena la no corrige la
comunicacion? comunicacion
si
T —
Diagrama 6.1
Se supone que los intentos para establecer comunicacién son independientes y que la probabilidad de
éxito en cada uno es p. Una vez establecida, la comunicacion puede ser buena o mala, y la probabilidad
de que sea buena es b. Si es mala, en una operacién maés se corrige y deviene buena. Calcular la funcién
de probabilidad de T' y su esperanza matematica.

32. Se lanza un dado n veces. Sea X; el nimero de veces que se obtiene el resultado i. Calcular la covarianza
de X1 y XG.

33. En un estanque en el que originalmente hay n peces, se pesca sucesivamente por medio de redes, que
retiran ny, na, ..., donde ny denota el niimero (aleatorio) de peces extraidos la k-ésima vez. Suponiendo
que la probabilidad de que cada pez sea capturado es p, calcular la esperanza matematica del niimero
de peces extraidos en la n-ésima ocasién.

34. Una bolsa contiene bolas numeradas de 1 a N. Sea X el mayor nimero obtenido en n extracciones al
azar y con reposicién, donde n es un nuimero fijo.

(a) Hallar la distribucién de probabilidad de X.
(b) Calcular E(X) y probar que si N es grande, E(X) es aproximadamente igual a N/(n + 1).
(c) Hallar E(X?) y deducir una expresién asintética para Var(X) cuando N — oc.
35. Calcular E(X?) donde X tiene distribucién binomial con pardmetros (n, p).
36. Sea X,Y variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad
1 i=jl < n i+l <
= ara |1 — n, |i n.
Dij 1—‘1-277/(71-"-1)’ b JI=n, J >
Demuestre que X e Y son independientes y que Cov(X,Y) = 0.

37. Sea X,Y variables independientes e idénticamente distribuidas con distribucién normal N (u,o?).
Halle media y varianza de la variable Z = méx(X,Y). (Ayuda: si ,y son ndimeros reales demuestre
que 2méx(z,y) = |z —y| + = + y).

38. Sea X una variable con distribucién A (u, 0?). Halle media y varianza de | X — c| cuando (a) ¢ es una

constante dada, (b) c=pu=c=1,(c)o=pu=1,¢=2.
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39

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

51.

52.

. Calcule media y varianza para las distribuciones de los ejercicios 18, 19, 21, 22, 24, 25, 26, 29 y 30 del
Capitulo 4.

En el ejercicio 31 del capitulo 4 vimos que de acuerdo a la ley de Maxwell, la velocidad v de una
molécula de gas de masa m a temperatura absoluta 7' es una variable aleatoria con densidad

para > 0 con a = (2kT/m)'/? y k es la constante de Boltzman. Halle media y varianza de (a) la
velocidad v de la molécula, (b) la energfa cinética E = mwv?/2 de la molécula.

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon uniforme en (-7, 7). Calcular E(Y') cuando (a) ¥ =

senX. M) Y =cosX (c) Y =3X2+2 (d)Y =1/|X|* En el tltimo caso, jpara cuéles valores
de « se tiene que E(Y) < c0?

Calcular la esperanza y la varianza de las distribuciones cuyas densidades se indican a continuacién:

2x si0<x<l,
0 en otro caso.

|z] six <1,
0 en otro caso.

(a) f(z) = { () f(z) = {

Sea X una variable con distribucién exponencial. (a) Halle P(sen X > 1/2), (b) E(X™) para n > 1.
La duracién T de cierto tipo de llamadas telefénicas satisface la relacion

P(T >t)=ae ™M+ (1—a)e™™, t>0,
donde 0 < a < 1,A > 0, > 0 son constantes. halle media y varianza para 7.

El tiempo de vida de cierto componente electrénico tiene distribucién exponencial con pardmetro
A = 0.01. Calcule el tiempo de vida promedio. Si el aparato ha durado 50 horas, jcudl es el valor
esperado del tiempo de vida que le queda?

Escogemos n puntos al azar en [0,1] con distribucién uniforme. Sea m,, = min{Xy,...,X,}, M, =
max{X1,..., X}, R, = M,, —m,,. Halle el valor esperado de estas tres variables aleatorias.

La proporcién de tiempo que una maquina trabaja durante una semana de 40 horas es una variable
aleatoria con densidad f(z) = 2z para 0 <z < 1. Halle E(X) y Var(X). La ganancia semanal Y para
esta maquina estd dada por Y = 200X — 60; determine E(Y') y Var(Y).

Sea X una variable aleatoria con densidad f(x) = Cx® 'e™®", x > 0. Halle el valor de C' y calcule
E(X) y Var(X).

Sea X una variable aleatoria con densidad f(z) = 6z(1 — z) para 0 < z < 1. Compruebe que f es una
densidad y obtenga media y varianza para esta distribucién.

. Para ciertas muestras de minerales la proporcién de impurezas por muestra X es una variable aleatoria
con densidad dada por f(z) = 1.52%2 + x para 0 < x < 1. El valor en pesos de cada muestra es
Y =5 —0.5X. Encuentre el valor esperado y la varianza de Y

Sea X una variable aleatoria con densidad f(z) = |sen(z)|/4 para 0 < 2 < 27. Calcule E(X).

La proporcién de tiempo por dia en que todas las cajas registradoras estan ocupadas a la salida de
cierto supermercado es una variable aleatoria X con una densidad f(z) = Cz?(1 —x)* para 0 <z < 1.
Determine el valor de C' y E(X).
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53. Distribucién de Pareto La distribucién de Pareto con parametros r y A, r > 0, A > 0, es aquella
que tiene la densidad
flay= 3T ez
0 six < A.
(a) Calcular la esperanza y la varianza de esta distribucién de probabilidad.
(b) Calcular y graficar la funcién
Qly) = F(p+yo) — F(u —yo)
para y > 0 donde u es la esperanza y o2 la varianza halladas en a, y F es la funcién de distribucién
de probabilidad de Pareto, en el caso A =1, r = 3.
54. Distribucién Beta Sea X una variable aleatoria con densidad
f)=Caz* 11—zt 0<z<1.
Halle el valor de C'y calcule E(X) y Var(X).
55. En un proceso de manufactura se ensamblan cuantro componente sucesivamente de longitudes X1, Xo, X3
y X4, respectivamente con E(X;) = 20, E(X;) = 30, E(X3) = 40, E(X4) = 60 y Var(X,) = 4 para
J = 1,2,3,4. Halle la media y varianza para la longitud total L = X; + X + X5 + X4 (a) si las
longitudes de los componentes no estén correlacionadas, (b) si p(X;, Xx) =02 paral <j <k <4
56. Distribuciéon de Rayleigh Una variable tiene distribucién de Rayleigh si su densidad es
2
fla)= e
0
para z > 0. Calcule E(X), Var(X) y obtenga la densidad de Y = X?2.
57. Distribucion de Laplace Una variable X tiene distribucion de Laplace si su densidad estd dada por
1 |z — af
fx:—exp(— ), xz eR,
(z) =5 3 3
para ciertas constantes a y 0 > 0. Halle media y varianza para una variable con esta distribucién.
58. El tiempo de vida de ciertos focos tiene distribucién de Rayleigh con funcién de distribucion
72
F(z)=1—exp (%), para z > 0.
Hallar la densidad de la variable aleatoria Y = X? y su valor esperado.
59. Sea X una variable aleatoria con tercer momento finito E(|X|?) < o0). Definimos el coeficiente de

asimetria de X, a(X) por
E(X —p)?
alX) = — 5
donde p = E(X) y 0 = Var(X).

(a) Demuestre que para cualquier variable X se tiene que

E(X3) — 3uB(X2) + 243

a(X) = 3

Halle a(X) si X tiene distribucién
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60.

(b) Bernoulli con pardmetro p.

(c) Poisson con pardmetro A.

(d) Geométrica con pardmetro p.

(e) Demuestre que si Xi,...,X,, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
entonces

a(X1+..._|_Xn):

(f) Halle a(X) si X tiene distribucién binomial.

Sea {p,} la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X, concentrada en los enteros no-
negativos, es decir que

oo
P(X =n) =pn, n=20,1,2... anzl
Se define la funcién generatriz de la distribucién definida por {p,} mediante

= anz" = E(z%). (6.24)
n=0

(a) Probar que la serie (6.40) converge, por lo menos, cuando |z| < 1, es decir que su radio de conver-
gencia es mayor o igual que 1.

) Observar que la funcién g(z) determina univocamente las probabilidades {p;}.
¢) Calcular la funcién generatriz de la distribucién binomial con pardmetros n y p.

(b

(

(d) Calcular la funcién generatriz de la distribucién geométrica.

(e) Calcular la funcién generatriz de la distribucién de Poisson de pardmetro .
(

)
f) Probar que

E(X) =4'(1), E(X(X -1)) =4"(1),...
E(X(X-1)...(X —k+1)) =g¢®™().

bajo la hipédtesis de que las esperanzas que alli figuran son finitas. ;Qué ocurre si las esperanzas son
infinitas?

(g) Sea g la funcién generatriz de la variable aleatoria X y h la funcién generatriz de la variable
aleatoria Y. Probar que si X e Y son independientes, entonces g(z)h(z) es la funcién generatriz de
X+Y.

(h) Utilizando funciones generatrices, mostrar que X1, Xs,...,X,, son variables aleatorias indepen-
dientes, cada una con distribucién de Poisson, con parametros respectivos A1, As, ..., A,, entonces
X7+ X5+ -+ X, también tiene distribucién de Poisson y su parametro es Ay + Ao + -+ + A,

(i) Hallar la distribucién de probabilidad de X; + X5 + --- + X, donde las X;, ¢ = 1,...,m son
variables aleatorias independientes, cada una con distribucién binomial, y los pardmetros respectivos
son (n;,p), i=1,...,m



192 CAPITULO 6. ESPERANZA MATEMATICA

Apéndice

6.7.1. Definicién del Valor Esperado en el Caso General.

Hasta el momento hemos definido y calculado el valor esperado o esperanza matematica de una variable
aleatoria, solamente en el caso en el que la distribucién de probabilidad de la misma es discreta. A con-
tinuacién nos proponemos hacer lo mismo en el caso general, es decir, para variables no necesariamente
discretas. El estudio del tema requiere una extension bastante mayor de la que estamos en condiciones de
asignarle aqui. Atn asi, el lector que no esté especialmente interesado, en una primera instancia, en contar
con una fundamentacién sobre el tema, puede pasar directamente a la seccién 6.5 en la cual se estudia el caso
de las variables aleatorias que tienen densidad, y adoptar la férmula (6.21) como una definicién. Asi mis-
mo, en una primera instancia, puede saltar las demostraciones de las propiedades bésicas de la esperanza
matematica en el caso general, que estdn marcadas con una estrella *.

Como criterio general, la manera de definir la esperanza matemaética y sus propiedades, consiste en
aproximar una variable aleatoria cualquiera por variables discretas, y utilizar la definicién y propiedades de
la esperanza para estas ultimas, que ya conocemos de nuestro estudio anterior. Este proceso de aproximacion
tiene algunas dificultades, que aparecen en las secciones mencionadas, marcadas también con una estrella *.

Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada ntimero natural n, n = 1,2, ... definimos la variable
aleatoria aproximante X, mediante

k k E+1

X (w) (k=0,1,2,...) (6.25)

Para entender esta definicién procedemos de la siguiente forma: dividimos la semirecta [0, 00) de los nimeros
reales no negativos, en intervalos de logitud 1/2", a partir de 0.

+ (k+1)/2"
1 ]?/271

4 2/2m
1 1/2n
1o

R

Akﬂ:{w:% < X(w) < k;nl}

Para cada intervalo

k k+1
on’ on )7
consideramos la preimagen del intervalo por la variable aleatoria X, recordando que X es una funcién de 2

en R. Dicha preimagen es
k k+1
Ak,n:{w:WSX(w)< 2—: },

es decir, el conjunto de puntos de {2 cuya imagen por X esta en

kok+1
an’ o )
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Entonces, definimos X, en Ay, igual a k/2". Por lo tanto, una manera de escribir X, es

— k — k
Xn(w) = Z 27114,“,”, (W) = Z 271{w:2%§X(w)<%}(w)

k=0 k=0

donde, como es habitual, la funcién indicatriz 14, , (w) estd definida por

1 ()7 1 SinAk’n,
Al \ W) = 0 siw¢ Agn.

Las siguientes observaciones son consecuencia de la definicién de X,,:

1. Para cada n, X, es una variable aleatoria discreta y no negativa. Esto es claro ya que X,, sélo puede

tomar los valores
1 2 3 k

7277277277"'7277"'

que es un conjunto numerable de nimeros mayores o iguales que cero.

2. Para cada w € Q, X, (w) es una sucesién creciente (en sentido amplio), de nimeros reales.

En efecto, observamos que si aumentamos n en una unidad, es decir, en lugar de n ponemos n + 1, lo

que hacemos es subdividir cada uno de los intervalos
k k+1
on’ on
en dos partes de igual longitud:

2n+1 ? on

2k+1 k+1 E 2k+1
Il—|: + +> 12_[ +

on’ gn+l

Si tenemos que X, (w) = k/2", lo que quiere decir que w € Ay ,,, 0 aun, de manera equivalente, que

k k41
— < X
o S X(W) < ==,

tenemos dos alternativas posibles (ver figura 6.2):
En primer lugar, que X (w) € Iy, lo que implica que

2k +1 k

Xn+1 (w) = > — = Xn(w)

2n+1 on
En segundo lugar, que X (w) € I, lo que implica que
k

Xny1(w) = on = X (w)
W (k4 1)/2"
I n = (38,58

W2k +1)/2m
12 12 _ [2% 2k+1

) 2n+1
W ok/2m

)

)
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Figura 6.2

En cualquiera de los dos casos se verifica que X,,+1(w) > X, (w).

3. Se tiene

1
0< X(w)—Xp(w) < on para todo w € . (6.26)

De aqui se deduce que
lim X, (w) = X(w) paratodow € Q.

n—oo

4. Puesto que X, es una variable aleatoria discreta y no-negativa, esta definida su esperanza matematica

=k k =k
E(Xn) =Y 5n P(Xn = 57) =D 5 P(Akn)
k=0 k=0
k _ k k+1
=" 1P~ <X <), 2

Observamos que, cuando definimos la esperanza matematica de una variable aleatoria discreta, dijimos
que ésta existe cuando la serie que aparece en la férmula (6.18) es convergente. En caso contrario, y
para simplificar la exposicién que sigue, vamos a convenir en que E(X,,) es +oo. Esta convencién es
util a los fines de la presentacion del tema.

Estamos ahora en condiciones de definir, de manera general, la esperanza matemética de una variable
aleatoria. En una primera instancia consideremos una variable no-negativa X, y la sucesién aproximante X,
definida en (6.25). Tenemos dos alternativas posibles:

= O bien, para algin valor de n, E(X,,) = 400, en cuyo caso definimos E(X) = +o0.

= O bien, para todo n =1,2,..., E(X,,) < co. En este caso, la sucesién de nimeros reales no-negativos
E(X,) es mondtona creciente, ya que, de acuerdo a la propiedad 8 de la seccién 6.1, del hecho de que
X, < Xy se deduce que E(X,,) < E(X,,11). Pero, una sucesién creciente de nimeros reales tiene
limite, finito o infinito. Definimos entonces

E(X) = lim E(X,) (6.28)

n—oo

y esto asigna un valor a la esperanza matematica E(X), para variables aleatorias no-negativas.

Consideremos ahora una variable aleatoria cualquiera X. Definimos otras dos variables X y X~ de-
nominadas respectivamente, la parte positiva y la parte negativa de X, de la siguiente forma:

) X(w) si X(w) >0,
X w) = {0 si X (w) < 0.

X~ (w) = 0 si X(w) >0,
T X)) siX(w) <o

Se verifica facilmente que
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En efecto, si X(w) > 0, de acuerdo a las definiciones
Xw=X"w) v [Xw=X"(Ww),

mientras que si X (w) < 0,
Xw)==X"(w) v [X(w)|=X" (w),

y en ambos casos se satisfacen ambas igualdades.
Ahora bien, XT y X~ son ambas no-negativas y podemos definir E(XT) y E(X ™) utilizando (6.19).
Basdndonos en esto, definimos E(X) de la siguiente manera:

1. SIE(XT1) <00y E(X7) < oo definimos E(X) = E(XT) — E(X 7).
2. SIE(XT) = 400y E(X7) < oo definimos E(X) = +co.
3. SIE(XT) < 0o y E(X ™) = 400 definimos E(X) = —o0.

4. Si E(XT) = 400 y E(X™) = 400 diremos que el valor esperado de la variable aleatoria X no
esta definido.

Lo primero que verificaremos es que nuestra nueva definicién coincide con la anterior (seccién 6.1) en
el caso de variables aleatorias discretas. Para ello, basta con hacerlo para variables aleatorias que son no-
negativas ya que, en caso contrario, podemos considerar por separado X y X, que si lo son, y luego
sumar.

Sea entonces X una variable aleatoria discreta no-negativa, es decir que

P(X:xk):pk, kaO, k:1:27 Zpk:]'
k=1

Vamos a aplicarle a esta variable aleatoria X nuestra nueva definicién. Supongamos primero que

o0
Z TrPr < OQ.
k=1

Para cada n, n =1,2,... definimos la variable aleatoria aproximante X,, correspondiente a X de acuerdo a
(6.16). Sabemos, por la desigualdad (6.17), que

1
0<X-X,< on
y puesto que X y X, son variables aleatorias discretas, aplicando la propiedad 8 de la seccién 6.1 para
valores esperados de variables aleatorias discretas, se tiene

> 1
0< ;l”kpk -E(X,) < o

Haciendo tender n a oo, el tercer miembro tiende a cero y E(X,,) converge a E(X) (de acuerdo a nuestra
nueva definicién). Por lo tanto

E(X) = zipr,
k=1

o sea que las definiciones vieja y nueva de la esperanza mateméatica de X coinciden.

Si
oo
S i
k=1

es una serie divergente, dejamos como ejercicio para el lector probar que F(X) = +00, de acuerdo a la nueva
definicién. (Sugerencia: muestre que, en este caso, F(X,) = oo para cualquier valor de n).
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6.7.2. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias con Densidad.

Teorema 6.1 Sea X una variable aleatoria, Fx su funcion de distribucion y supongamos que €ésta posee
una densidad fx. El valor esperado de X existe y es finito si y sélo si la integral

/ |z|fx (z)dz (6.29)
es finita, y en este caso E(X) se calcula mediante la férmula
(oo}
E(X) = / rfx(x)dx. (6.30)

La validez de la férmula anterior es completamente general cuando la integral en (6.16) es convergente.
A continuacién procedemos a probar la férmula (6.17) cuando la funcién fx es bastante regular como para
que las integrales que aqui aparecen tengan sentido para nosotros, es decir, que puedan ser manejadas con
las herramientas usuales del Calculo. Por ejemplo, ese es el caso si fx es una funcién continua, salvo a lo
sumo en un numero finito de puntos. El lector no especialmente interesado puede saltarse la demostracion
de (6.21) en una primera lectura. De todos modos, la aplicacién de (6.21) es directa, como veremos en los
ejemplos, cuando fx es una funcién conocida.

Demostracion del teorema 6.1
Consideremos X y X ~, la parte positiva y la parte negativa de la variable aleatoria X y sus variables
aleatorias aproximantes X, y X . Tenemos

k _ k E+1, <k _ k k+1
B =) P <Xt <5 =) mPGE<X<—5r)
k=0 k=0
&S] k41 e Al L=
k P 2m 27
:Zﬁ/i fx(x)dmzz [/ fo(x)d:ﬂ+/L (anfgc)fx(x)d:v
k=0 2 k=0 172 -

Por lo tanto,

y se deduce que

+oo e %
ymxﬂfA aﬁﬂ@dﬂgg%;[% fx(z)dz

1 [t 1

que converge a cero cuando n tiende a +oo.
En el razonamiento anterior hemos utilizado la desigualdad triangular, la acotacion

1 k+1

ki1

Sf/ fx () dz,
2" J e

[ G- st s

Pia
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y el hecho de que

Se concluye entonces que

n—0o0

E(XT) = lim BE(X;) = /O+Ooxfx(x) dx (6.31)

Dejamos como ejercicio la verificacién de este resultado si E(X 1) = +oo0.
De manera enteramente similar a lo que hicimos para probar (6.31) se demuestra que

“+oo
E(X7)= lim E(X,]) = /o (—z) fx(z) dx (6.32)

n—oo

De (6.31) y (6.32) resulta inmediatamente (6.17). Observamos ademds, que E(XT) y E(X ™) son ambas
finitas, y por lo tanto también lo es E(]X|), si y sélo si las dos integrales en (6.31) y (6.32) son finitas, es
decir, si y sélo si

+oo
/ || fx () dx < oo

6.8. Cambio de Variables. Momentos de Orden Superior.
Sea f(x1,...,2,) la densidad conjunta de las variables aleatorias Xi,..., X, y
g:R" =R
una funcién de n variables que tiene alguna regularidad. Consideremos la variable aleatoria
Y =g(X1, Xo,..., X5).

Entonces, el valor esperado de Y se puede calcular mediante la férmula

E(Y):/~--/”g(x1,...,xn)f(xl,...,xn)dxl~--dmn (6.33)

siempre que la integral de la derecha sea absolutamente convergente, es decir que

// ‘g(xlw"axn)‘f(xla"wxn)dxl"'dxn<OO

La integral en la férmula (6.24) la indicaremos, a los efectos de abreviar la notacién, por

| s@)s@yz.

donde debe entenderse que x representa el vector (x1, za,...,Zy).

A continuacién demostraremos la férmula (6.33). Al igual que en algunas situaciones anteriores, el lector
puede saltar esta demostracién en una primera lectura y pasar directamente a los ejemplos de aplicacién de
la férmula (6.33).

Demostracion de la férmula (6.24)

Basta considerar el caso en que g > 0, ya que si esto no ocurre, separamos el estudio para g+ y para g~,

y luego sumamos, donde definimos

g = g(z) sig(z) >0 ~(2) = 0 sig(z) >0
@) { . g (@) {—g(m) si g(z) < 0.
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Sea entonces g(x) > 0 para todo x € R™. Definimos (analogamente a lo hecho para variables aleatorias),

param =1,2,...
k k k+1
P <) < T2

= — — =0,1,...
Im (T) gm Slom S (x) o k=0,1,
Es claro que
1
g(z) — o < gm(z) < g(x) paratodo z € R" (6.34)
y por lo tanto
1
9XW)) = 5 < gm(X(w)) = 9(X(w)),

donde
X(w) = (X1 (w), Xo(w),..., Xn(w))

es nuestro vector aleatorio, cuyas coordenadas son las variables aleatorias dadas.
Tomando valores esperados (ver las propiedades en la seccién siguiente), resulta
1
E(9(X)) - 5 = E(gm(X)) < E(g(X)). (6.35)
Ahora bien,
gm(X) = gm(leXQa B aXn)

es una variable aleatoria discreta, que puede tomar sélo valores de la forma k/2™ para k =0,1,2,... ,y por
lo tanto su valor esperado se calcula directamente

Blon(X)) = 3 5 Plom(X) = 51-)
k=0
— Y pE <gux <2
k=0
o k BAN LD
7;)27”13 Xeg ({QWW >>> (6.36)

donde hemos indicado, como es usual
g ') ={z: 2z €R" g(zx) € I}.

En consecuencia, (6.27) no es sino

k=
- / g () () (6.37)
R

En virtud de (6.35), cuando m — o0, el primer miembro de (6.37) tiende a E(g(X)). En cuanto al dltimo
miembro, tenemos, haciendo intervenir (6.34),

/ g(@)f(z)dz ~ 1< / (@) fw)de < / (@) f(a)de
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y por lo tanto, cuando m — oo, resulta que el dltimo miembro de (6.37) tiende a

| s@ s

Resumiendo:

B(g(X)) = / o) f(z)dz,

n

que es justamente (6.33). [ ]

Observacién 6.7 Si el lector interesado observa con cuidado la demostracién que hemos hecho de la férmula
(6.33), verd que algunas afirmaciones debieran merecer una mayor atencién. Por lo pronto, en (6.35)

frxesn ([ 52}

tiene que ser un evento en el espacio de probabilidad subyacente. Para ello, se requiere que la funcién

g : R™ — R sea lo que se denomina una funcién “boreliana”, lo cual significa que la preimagen por g de un

intervalo en R, es un conjunto de Borel en R". Por cierto, todas las funciones corrientes que aparecen en el

célculo, son funciones borelianas, de modo que, en este contexto, esto no implica ninguna limitacién efectiva.
En segundo término, tiene que estar bien definida la integral

/gl([zﬁm,;#)) f(z)dz

2

que figura en la férmula (6.37).
En tercer término, la ultima igualdad que aparece en (6.37), dice que, si denotamos por

E k+1 k k+1
i _ . n A
Bim =g ([Qm’ om )) {:U.:EER ,g9(x) € {27,“ om >}

h(z)dx = h(z) dz,

entonces

R

donde h(x) = gm(z)f(z), es una cierta funcién no-negativa.

Todas estas afirmaciones son correctas, pero requieren un mayor desarrollo, y la tercera de ellas debe ser
probada. El lector puede consultar, si desea comprender con la profundidad adecuada estos temas que estan
més alld del nivel de esta exposicion, los libros de M. Loéve, D. Billingsley y R. M. Dudley incluidos en la
bibliografia.

6.9. Propiedades del Valor Esperado en el Caso General.

Tal como hemos mencionado anteriormente, con la definicién general el valor esperado sigue teniendo
todas las propiedades enunciadas y probadas en la seccién 6.1 para el caso discreto. La mayor parte de ellas
son de demostracién muy sencilla, y el lector puede probarlas por si mismo, sin mayor dificultad. Las tinicas
dos que requieren una mayor atencién son las propiedades 7 y 9, a saber:

Propiedad 7. Si X e Y son variables aleatorias que tienen valor esperado, entonces también existe el
valor esperado de X + Y y se tiene

E(X +Y) = E(X) + E(Y). (6.38)
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Propiedad 9. Si X e Y son variables aleatorias independientes con valor esperado, entonces existe
E(XY)y
E(XY)=E(X)E(®Y). (6.39)

El lector que no esté especialmente interesado puede saltar las demostraciones de estas dos propiedades,
en una primera lectura.
Demostracién de la propiedad 7

Son obvias las desigualdades

(X +YV)T <X +Y[< X[ +]Y]
(X+Y)” <[ X+Y[<[X][+]Y]
y como por hipétesis se cumplen
E(|X]) <00,  E(JY]) < oo,
se deducen
E(X +Y)") < o, E(X4Y) )<x=EX+Y) <.

Probaremos la igualdad (6.38) cuando X e Y son no-negativas; cuando esto no ocurre, descomponemos §2 en
los conjuntos donde X, Y y X 4+ Y tienen signo constante, y aplicamos el resultado que vamos a demostrar.
Los detalles quedan a cargo del lector.

Supongamos entonces, X > 0, Y > 0. Por lo tanto, también X +Y > 0 y usamos la notacién de la

seccién 6.4, llamando
Xn, Yo, (X +Y),

las variables aleatorias aproximantes de X, Y, X 4+ Y respectivamente. Sabemos que

1
1
Yn§Y<Yn+27
1
(X+Y)n§X+Y<(X+Y)n+2—n
Se deduce que
—2 1 1
2—"=X—2—R+Y—2—n—(X+Y)<Xn+Yn—(X+Y)n
1 1
<X4Y-(X+Y)-—=—
2n  2n
es decir,
—2 1
on <X, +Y, - (X+Y), < o (6.40)

Como X,,, Y, (X +Y), son variables aleatorias discretas, sabemos que (6.33) implica que

-2 1

27 < E(Xn) + E(Yn) - E((X + Y)n) < 27
Si ahora hacemos tender n a infinito, en virtud de la definicién de la esperanza matemética en el caso general,
se tiene que
y por lo tanto,

0<EX)+EY)-EX+Y) <0,
lo cual prueba (6.38). |
Para demostrar la propiedad 9 podemos seguir un método similar de aproximacién por variables discretas,

haciendo valer nuevamente el hecho de que ya sabemos que la propiedad es véalida para el caso de las variables
aleatorias discretas.
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6.9.1. Demostracién de (6.23)

Para demostrar (6.23), apliquemos la definicién del valor esperado. Sea X, la variable aleatoria aproxi-
mante de X definida en la seccién 6.4. Tenemos

. . =k k kE+1
mm:$gpuw:@gé;?my§X< )
(oo}
k k k+1
= 1. - P > - - > .
Jm Yo P g - P> S|
k=0
Introducimos la notacién
Glx)=1—Fx(z7)=P(X > x)
y reemplazando, resulta
o=k k k+1
B0 = Jim Y- o |6l - 65
k=0

Mas aun, si ponemos

k k+1 = k+1
Pr = G(QTL) - G( on )5 qk = jzzk;lij(?)-

entonces podemos aplicar la férmula (6.21), de la forma siguiente:

E(Xy) = ZQTLPI@ = QTLkak =om > an
k=0 k=0 k=0
=1 1 oo
=Y et h < [ Gwyan (6.41)
on 7\ gm ;

Para comprender la iltima desigualdad, hay que tener en cuenta que la funcién G es decreciente (en sentido
amplio), ya que Fx es creciente (en sentido amplio), y que estamos comparando una suma de Riemann
calculada evaluando en el extremo derecho de cada intervalo, con la integral (ver figura 6.4).

2 3 L
2’” 271, 2’”, 27’L 2”
Figura 6.4

De (6.41) ya resulta que si E(X) = +00, como el primer miembro tiende a +00 cuando n — oo, entonces

“+oo
G(x)dx diverge.
0
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Consideremos entonces el caso en el cual E(X) < co. Pasando al limite cuando n — oo en (6.41), se obtiene
+oo
E(X) < G(z) dx. (6.42)
0

Por otro lado, si NV es un nimero natural positivo cualquiera, la integral en el intervalo [0, N] es el limite de
las sumas de Riemann, cuando la particién se afina, y entonces

N2"—1

N 1 k+1 ad 1
:1. -_—
[ o= m S gratih < m S o

= lim B(X,) = BE(X).

n—oo

Haciendo N — 400, resulta
—+oo

G(z)dz < E(X),
0

que conjuntamente con (6.42), implica (6.23). ]

Observacién 6.8 En la férmula (6.23), si en lugar de 1 — Fx(x~) ponemos en el integrando la funcién
1 — Fx(z), el resultado es el mismo, es decir

+o00
B(X) = /0 (1— Fy(z))da. (6.43)

El lector puede verificar esto por su cuenta. También es posible ver que si Fx no tiene saltos entonces (6.23)
y (6.43) son la misma cosa, pero si hay saltos, ambos integrandos no coinciden en todo punto.
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