Capitulo 8

Integrales Impropias

8.1. Introduccién

La integral de Riemann tal como la hemos estudiado, estd definida tnica-
mente para funciones acotadas y definidas sobre intervalos cerrados y acotados.
En este capitulo estudiaremos como extender esta definicién a funciones que no
son acotadas en la vecindad de un punto, o a regiones de integracién de la forma
[a, +00), (—00,a] 0 a todo R.

8.2. Integrales de Funciones No Acotadas

Definicién 8.1 Si f € R[a,b — €] para todo e > 0y f;_sfdx — ¢ cuando
€ — 0" decimos que f tiene una integral impropia de Riemann sobre [a,b] y su

valor es ¢. Escribimos f: fdx en lugar de /.

De manera similar, si f € R[a+¢,b] para todoe >0y f;+€ fdx — ¢ cuando
€ — 0T decimos que f tiene una integral impropia de Riemann sobre [a,b] y

escribimos ,
/ fdx =1
Ejemplos 8.1
L. f:[0,1] =R, f(x) = (1 — 2)~'/2 entonces

1—e
/O (1—2) Y2 de = —2(1 — ) /2|, = 2(1 — /%) = 2 (e — 0*).

La funcién tiene una integral impropia sobre [0,1] y

1
/ (1—2)"V2dg = 2.
0
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2. f:[0,1] =R, f(z) = 1/\/T

| 1
| Jrde=2vall=20- v -

y f tiene una integral impropia en [0, 1], fol fdx=2. <

En general, si f estd definida sobre [a, b] y existe un ntimero finito de puntos
C1,7+ ,c tales que a < ¢; < g < -+ < ¢ < by f tiene una integral impropia
de Riemann sobre cada intervalo [a, ¢1], [c1, 2], -+, [¢k—1, k], [ck, b], entonces f
tiene una integral impropia de Riemann sobre [a,b] y denotaremos la suma

/aCIfdm+/ccgfdx+-~~+/:fdx
/abfdo:

En cualquiera de los casos anteriores escribimos f € ZR][a, b].

por

Ejercicios 8.1
Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias

oo T oo 2
1 —dx 2 e " dx
)/o Vat+1 )/—oo
e 1 < 1
3/ —dx 4/ —dx
) o Va3i+1 ).0 Vv er
oo _—/T 1
e log x
5/ dx 6/ dx
) o Vz ) 0o VT
Y ogx <
d d
7)/0 1-2 % 8)/_oocoshm v
1 [e’e}
9)/ dx 10)/ dx
o vzlogzx 5 zlogz

8.3. Propiedades de las Integrales Impropias

(a) Sify g estén en TR[a,b] entonces también estén f+¢gy Af donde A € R.
Ademas:

/ab(f+g)da:_/abfdx+/abgdzy /ab)\fdx_/\/abfdx.

(b) Sife€ZIR[a,b]y lc,d] Cla,b]entonces f € IR[c,d]. Ademds, sia < ¢ <b

entonces X .
/fdx:/fdx—i—/ fdx
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(c) Si fygestdn en IR[a,b] y f(x) > g(x) para x € [a,b] entonces

b b
/ fda:Z/ gdz

(d) Si f € IR[a,b] entonces fac f dx es una funcién continua de ¢ para a <

c<b.

(e) Si F es derivable paraa <z <by F'(x) = f(z) € ZR]a,b] entonces

b
/ fdx = F(b) — F(a).
(f) Si fygestdnen IR[a,b] y F y G estén definidas por

Fmﬂ:ilzfdt G@Q:ilmgm

entonces

NMQM:/ZCﬂ +/Z®M

(g) Si f € IRa.b], g(y) es creciente para y € [c,d] con g(c) = a, g(d)

si ¢’ € Rle,d] entonces (f o g)g’ € ITR]c,d] y

g(d) d )
/ fdx=/ (f 0 9)d dy.
g(c) c

Demostracion. Ejercicio.

8.4. Integrales Sobre Dominios Infinitos

Definicién 8.2 Si f € Rla,t] para todot > a 'y fat f dx converge a un limite
¢ cuando t — oo decimos que f € R[a,c0) y escribimos f:o f dz en lugar de 2.
Decimos en este caso que la integral faoo f dx converge. Si f € Rla,t] para todo

t>ay f ¢ fdx no converge a un limite finito cuando @ — oo decimos que la
a

integral [ f dx diverge.

De manera similar definimos la clase de funciones R(—o0, b]. Si f € R[a,0) y
f € R(—o00,a] decimos que f € R[—o0,00) y definimos la integral de f sobre

(—00,00) como

/O:Ofdx:/_;fdx—l—/aoofdac.
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8.4.1. Propiedades de las funciones R|a, c0).

(a) Si f,g € Rla,00) entonces f+ gy A\f € R[a,00) donde A € Ry

/aoo(f-kg)dx:/:ofdx—i—/:ogdx, /aookfd;v:k/aoofdx,

(b) Si f € R[a,o0) entonces f;o f dt es una funcién continua de = para x > a.
Si f es continua en x > a entonces

d o0
& ra=—sa.

(¢) Si F' = f € R[a,0) entonces existe £ tal que F(z) — £ cuando x — co y
/ fdx=1¢— F(a).

(d) Si f,g9 € Rla,00), F(z) = [ fdt, G(z) = [ gdt entonces si fG 6 Fyg
estd en R[a, c0) tenemos

/ dea:+/ ngxz/ fdx/ gdx.

Esta es la formula de integracion por partes y se obtiene haciendo b — oo
en la férmula de integracién por partes sobre [a, b].

(e) Supongamos que g es estrictamente creciente en (¢, d), ¢’ € R(c,d], g(c)
ay g(y) — oo cuando y — d~. Entonces si f € R[a, 00) se tiene (fog)g’

R(c,d] y
/amfdw=/cd(fog)g’dy-

Como consecuencia de (e) observamos que podemos reducir el estudio de
integrales impropias de Riemann a la consideraciéon de la convergencia de in-
tegrales sobre dominos infinitos. Si por ejemplo, f € R[a,b — ¢] para todo
€,0 < € < b— a, entonces haciendo y = 1/(b — ) obtenemos

b—e 1/e 1 1 1/e
/ fda:=/ f(b—f)fgdyz/ o(y) dy
a 1/(b—a) Yy 1/(b—a)

donde g(y) = y%f(bf Ly En este caso f € TR(a,b] si y solo si g € TR[;2, c0).

Y b—a’

€
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Ejercicios 8.2
1. Determine para cuales valores de s son convergentes las siguientes integrales:

oo oo s—1
1)/ x % dx 2)/ L dx
1 o l+=z
3)/ ST 1 4) / e dx
0 s Jo

5)/ e Fdx 6)/ e 1"l dg

8.5. El Principio General de Convergencia para
Integrales Impropias

Lema 8.1 La funcion f converge a un limite finito cuando x — oo si y solo si
dado € > 0 existe k € R tal que

lflz)=fly)l<e si x>ky>Ek. (8.1)

Demostracion. Si f(x) — ¢ cuando x — oo entonces para todo € > 0 existe k
tal que |f(x) — ¢| < €/2 para x > k. Si z,y > k entonces

[f (@) = F) < |f(x) =€l +[f(y) 4] <e
Reciprocamente, tomemos una sucesién (x,) con x, — oo entonces por el

criterio de Cauchy (f(z,)) converge si (8.1) se cumple. Como esto es cierto para
toda sucesioén (x,) con x, — oo concluimos que f(z) — /. |

Teorema 8.1 f € R[a,o0) si y sdlo si:
(a) f € Rla,b] para todo b > a y

(b) Para todo € > 0 existe k tal que si x > k,y > k entonces

y
/ fdt’<e.

Demostracion. Esto es consecuencia del lema anterior aplicado a la funcién

Flz) = /:fdt.
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8.5.1. Convergencia Absoluta

Definiciéon 8.3 Decimos que la integral f:o fdt es absolutamente convergente
si y sélo si | f| € Rla, ).

Si |f| € Rla,00) entonces f € Rla,00) ya que podemos aplicar el lema
anterior a faoo | f| dz y obtenemos que dado € > 0 existe k tal que si z > k,z > k

entonces
z
/ fl dt < e
xT

/:fdt‘g/;|f|dt<e

y aplicando de nuevo el lema obtenemos f € Rla, 00).

pero

8.5.2. Integrales de Funciones Positivas.

Sif>0en[a,00)y f € Rla,b] para todo b > a entonces la condicién nece-
saria y suficiente para que f € R[a, o) es que ff f dt sea acotada superiormente
para x > a. Esto es consecuencia de que ff f dt es creciente como funcion de .
A partir de esta propiedad obtenemos el siguiente criterio para convergencia de
integrales impropias.

Proposicién 8.1 (Criterio de Comparacién) Si 0 < f(z) < g(z), g €
Rla,0), f € Rla,b] para todo b > a entonces f € Rla, o).

Si0<g(z) < f(z) y g € Rla,b] para todo b > a pero g ¢ Rla,o0) entonces
f ¢ Rla,o0).

Definicién 8.4 Si f € Rla,00) pero |f| ¢ Rla,o0) decimos que la integral
f:o f dx es condicionalmente convergente.

Ejercicios 8.3
1. Si f y g estdn en R[a,b] para cada b > a, donde f(x) > 0y g(z) > 0 para todo

T > a,ysilimg_o J;E;i = ¢, con ¢ # 0, entonces las integrales [ f(z)dz y

[ g(x) da convergen o divergen conjuntamente.
2. En la situacion del ejercicio anterior demuestre lo siguiente:
i) Si c=0 entonces si jaoo g(z) dx converge, también faoo f(z)dx.

i) Si ¢ = oo entonces si [ g(x)dx diverge, también [ f(x)dx.
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8.6. Integrales y Series.

Bajo ciertas condiciones hay una estrecha relacién entre el comportamiento
de la integral floo fdtyeldelaserie > f(n).

Teorema 8.2 Si f estd definida para x > 0, es decreciente y positiva entonces

[Nfdx—ij:f(n)

tiende a un limite finito cuando N — oc.

Demostracion Llamemos

N N
kn :/1 fds =3 fo)

Como f es decreciente

N+1
kN—i—l_kN:/ fdl‘—f(N-i—l)ZO
N

de modo que la sucesion (ky) es creciente. Llamemos ahora

N N—-1
sz/l fdx—;f(n).

Un argumento similar muestra que la sucesién (¢x) es decreciente. Ademés
Iy —kn = f(N)>0.

Por lo tanto ky < fny < ¢1, de modo que ky estd acotada superiormente. En
consecuencia ky converge a un limite finito. |

Corolario 8.1 (Prueba de la Integral) Si f estd definida para x > 0, es
decreciente y positiva, entonces Y, f(n) converge si y solo si floo fdx converge.

Demostracion. Si floo f dx converge entonces le f dx tiende a un limite finito
cuando N — oo y por lo tanto

N N
Zf(n):/l fdx—kn

n=1

también converge a un limite finito. Por otro lado, si 25:1 f(n) converge a un
limite finito cuando N — oo entonces f(n) — 0 cuando n — oo y

N N
/ fdz =YY" f(n)+ky
1 n=1
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también tiende a un limite finito cuando N — oco. Si N < z < N + 1 entonces

/jfdt—/ledt

. x , . .
que tiende a cero cuando N — oo y en este caso f1 converge a un limite finito
cuando r — oo. |

=‘/szdt‘§f(N)

Ejemplos 8.2
1. Tomemos f(z) = 1/x en el teorema anterior, entonces

ST S S S
p— p— p— PRy 77071/
27371 n %

tiende a un limite finito cuando n — oo. Este limite se conoce como la
constante de Euler, se denota por 7 y es un niimero en (0, 1).
2. Tomemos ahora

f(z) = (zlogz---log,_, = (log,(x))*) "

donde
log,(z) = log(log,_,(z)),  logy(z) = log(log(x))

Sea a suficientemente grande de modo que f esté definida si x > a, en-

tonces
T 1 .
’ fdt=1— a(logrt)’a
_ )25 [(og, )~ — (log,(a))' ] sia#1.
log, 1 (z) — log, 4 (a) sia=1

por lo tanto la serie Y f(n) converge si @ > 1 y diverge si a < 1. Estas
series son utiles a los efectos de la prueba de comparacion.

Ejercicios 8.4
1.

Ejercicios Complementarios

1. Diga si las siguientes proposiciones son ciertas o falsas. En cada caso de una
demostracion o un contraejemplo.

a.- Si la sucesion [|" f(x)dx converge, la integral [ f(x)dz converge.

n—oo

b.- Si f es decreciente y lim f(x) dx existe entonces la z'ntegml/ f(z)dx
1 1

existe.
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n

c.- St f(x) — 0 cuando z — oo y lim f(x)dx = A, entonces / f(z)dx
1

n—oo Jq

converge y su valor es A.
d.- Si f(z) > 0y lim / f(z)dx = A, entonces / f(z)dz converge y su
valor es A.

e.- Si / f(z)dx converge entonces limy—,o0 f(x) =0
1



