Capitulo 6

Derivadas

6.1. Introduccion.

En este capitulo obtendremos los resultados bésicos del cédlculo diferencial
para funciones reales definidas sobre R o sobre intervalos.

Definicién 6.1 Sea I C R, I # @, f : I — R una funcién, y x un punto interior
de I. Decimos que f es diferenciable en el punto x si

. fla+h) - f(z)
e o1

existe y en ese caso decimos que este limite es la derivada de la funcién f en el

punto x. Usamos la notacién f'(z), %(m) o Df(x).

o
-

T T+ h

Figura 6.1

De esta manera asociamos a f una nueva funcién f’ cuyo dominio es el
conjunto J de puntos de I para los cuales el limite (6.1) existe. Decimos que f
es diferenciable en J. Por las propiedades de los limites sabemos que si existe,
es unico.
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Si f no es diferenciable en x es posible considerar en lugar de (6.1) los
limites laterales del mismo cociente en el punto xz. Llamamos derivada lateral
por la derecha de la funcién f en el punto x € I al limite

o F@+ 1) = £(@)
K10 h

cuando existe, y usamos la notacién f! (x). Similarmente, la derivada lateral por
la izquierda de f en x € I es

oy — i L@ R = f(@)
R

cuando este limite existe. Esta claro que para que la funcién f sea diferenciable
en x es necesario y suficiente que ambos limites existan y sean iguales.

Si f estd definida sobre el intervalo [a, b] la derivada de f en los extremos a
y b, si existe, es una derivada lateral.

Ejemplos 6.1
1. SeaceRy f:R — R definida por f(x) = ¢ para todo = € R, entonces f
es diferenciable en Ry f/(z) = 0.

2. f:R—R,f(z) = 2% Entonces

oy @t h) = f@) o (z+h)?—a?
flo) =iy = =
2
i AR
h—0 h
en general, si f(z) = 2™, n € N | entonces f es diferenciable y f/(z) =
na™ L.

3. f:R —= R, f(x) = |z| entonces f'(x) = 1 para x > 0, f'(x) = —1 para
z < 0. En # = 0 tenemos f}(0) = 1,f (0) = —1 y la funcién no es
diferenciable en este punto.

4. f(x) = 1g no es diferenciable en ningin punto.
<

Teorema 6.1 Si f : (a,b) — R es diferenciable en el punto x € (a,b) entonces
f es continua en x.

Demostracion. Para h #£ 0,

flaot ) - fla) = LEER T,

limn (F(z -+ h) = f(2) = f(x) - lim b = 0.

|
El ejemplo 3 muestra que el reciproco no es cierto: la funcién f(x) = |z| es
continua en 0 pero no diferenciable.
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Teorema 6.2 Sean [ y g funciones reales definidas en el intervalo I = (a,b) y
diferenciables en todo punto de I. Sea x € I

(i) f+ g es diferenciable y (f + g)'(z) = f'(z) + ¢' ().

(i) Si A€ R, (\f) es diferenciable y (A f) (z) = A(f'(z)).

(iti) fg es diferenciable y (fg)" = f'(z)g(x) + f(2)g'(2).

(iv) Sig(xz)#0,(f/g) es diferenciable en z y (5)/(95) = g(w)f’(:;)ng)(x)g'(w)
Demostracion. (1) y (ii) se obtienen facilmente a partir de la definicién de deriva-
da y las propiedades de limites.

(iii) Llamemos ¢(z) = f(z)g(x). Entonces

¢(z+h) = ¢(z) = flx+h)g(z +h) — f(z)g(x)
= fz+h)g(z+h) — f(x)g(x + h) + f(x)g(z + h) — f(x)g(x)
= (fle+h) = f(2)g(x +h) + f(x)(g(z + h) = g(z))

dividiendo por h y haciendo h — 0, obtenemos por la continuidad de las fun-

o (x) = Jim QEENZOE) _ p100)00) 1 payg ).

(iv) Sea ahora ¢(z) = f(z)/g(x), como g(x) # 0y g es continua, g(y) # 0 en
una vecindad de x y podemos suponer h suficientemente pequeno para que x+h

esté en esta vecindad y g(x + h) # 0. Entonces

_fle+h)  fe)  g@)f(z+h) = fx)g(z+h)
Pl )=o) = glz+n)  glx) g(z + h)g(x)
1
= JE T g YW@+ h) = f(@) = f@)g(e +h) ~ g(x))]

dividiendo por h, haciendo h — 0 y usando la continuidad de las funciones se

obtiene
9(x)f'(z) — f(z)g'(x)
9*(z)

¢'(z) =

Corolario 6.1 Cualquier polinomio real es diferenciable en todo R.

Corolario 6.2 Cualquier funcion racional real es diferenciable en todo punto
de su dominio.

Corolario 6.3 Para cualquier n € N, la funcién f: R\ {0} — R definida por
f(x) = a7~ es diferenciable en todo punto de su dominio y f'(x) = —nz~""!
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Teorema 6.3 (Regla de la Cadena) SeanI C R, J C R intervalos abiertos,
f:I—=R, g:J — R funciones y a € J tal que g(a) € I. Entonces, si g es
diferenciable en a y f es diferenciable en g(a), fog es diferenciable en a y

(fog)(a) = f'(9(a))g'(a).

Demostracion. Llamemos b = g(a) y definamos las funciones a y 3 de la siguiente
manera: a(a) =0, 8(b) =0y para z # a,y # b,

ey 9@ =o)L

-,
Bly) = T f'(b).

Por la definicién de derivada, a(z) — 0 cuando x — a y B(y) — 0 cuando
y — b. Haciendo la sustitucién y = g(x) tenemos, usando la definicién de 3,

(fog)(x) = (fog)la) = fly) — f(b)
= (y = b)) + B)]
= (9(x) = 9(a))[f'(9(a)) + B(g(x))]

y usando ahora la definiciéon de o obtenemos

(fog)(x) = (fog)(a) = (x —a)lg'(a) + a(2)][f'(g(a)) + B(g())]
Por lo tanto, si x € J \ {a}

(fog)(x) —(fog)(a)

Tr—a

= [g'(a) + a(2)][f'(9(a)) + Blg(2))]

haciendo z — a tenemos a(z) — 0, g(z) — g(a) = by B(g(x)) — 0, de donde

obtenemos
lim S 29)(@) = (fog)(a)
z—a r—a

= f'(9(a))g'(a).

Ejemplos 6.2
Supondremos conocidos los siguientes resultados:

d d 1

—e¥ =¢e%; — logx = — para x > 0;
dx dx x

— Senx = Cos ; — cosx = —senx.
dx ’ dx

1. Sea f(x) = (senz)?, entonces f = go h donde h(z) = senz y g(z) = 2.

Usando la regla de la cadena obtenemos f’(x) = 2senx cosz para todo
r €R.
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2. Para z > 0sea f(x) = 2%, Podemos escribir f(z) = exp(zlogx) de modo
que

f(x) = exp(zlogz)x - 1/x +logz] = 2" [1 + log 7]

para todo x > 0.

Teorema 6.4 Sea f : I — R una funcion estrictamente mondtona y continua
en una vecindad de a, diferenciable en a con f'(a) # 0. Sea g la funcion inversa
de f, si b= f(a) entonces g es diferenciable en b y

g'(b) =1/f'(a)

Demostracion. Usando la transformacién y = f(z) tenemos g(y) = z. Por lo
tanto

—a(b — 1
9(y) g(): r—a cuando y — b.

y—>b f@)=fla)  f(a)

Ejercicios 6.1
1. Para las siguientes funciones determine en cuales puntos la funcién es diferen-
ciable y halle el valor de la derivada.

(a) e/ (b) sen |z| (¢) | senz|

(d) [#] (e) 1/ () el + |z = 1]

2. Use la definicion para calcular ala derivada de las siguientes funciones en el
punto indicado.

(a) f(z)=2>+2enz=23.
(b) f(z) =z*cosx en x = 0.
(c) f(x)=(2x+3)/(3x+4) enxz=1.

3. Muestre que si f : [a,b] — R es continua y es diferenciable en todo punto de
(a,b) con f'(z) =0, entonces f es una funcién constante.

4. Suponga que f es diferenciable en a, demuestre que

L flath) = fla—h)
h—0 2h

= f'(a)
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6.2. Extremos Locales.

Definicién 6.2 Sea (X, d) un espacio métrico, c € X y f : X — R. Decimos
que f tiene un mdzimo local (resp. miénimo local) en ¢ si para alguna vecindad
V de ¢ se tiene que f(z) < f(c) (resp. f(z) > f(c)) para todo € V. Si f tiene
un maximo o un minimo local en ¢ decimos que tiene un extremo local en c.

Teorema 6.5 Sea f : (a,b) = R y c € (a,b). Si f tiene un extremo local en c
y f'(c) existe, entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f tiene un maximo local en ¢. Por definicién,

existe 6 > 0 tal que (¢ — d,c+ ) C (a,b) y f(z) < f(c) siempre que = €
(¢ —d,c+ 0). Por lo tanto, si llamamos

tenemos que g(z) — f'(¢) cuando x — ¢ y ademés

g(x) >0 sic—§<x<cyporlotantof’(c) >
g(x) <0 sic<x<c+dyporlotantof(c) <

de donde concluimos que f/(c) = 0.

f(c)
f(z)

f) /

c—5 T ¢ Ycrs

Figura 6.2

Observacion 6.1 1. El punto ¢ no puede ser un extremo del intervalo pues
en este caso la conclusién del teorema puede ser falsa. Por ejemplo, f(x) =
x en [0,1] (ver figura 6.3 a) tiene un méaximo local en = 1 y un minimo
en x = 0, pero en ambos puntos f/(z) =1 # 0.

2. La condicién es necesaria pero no suficiente: f(z) = x3 satisface f'(0) =0
pero no tiene un extremo local en este punto (ver figura 6.3 b).

3. La funcién puede no tener derivada en el punto ¢ donde tiene un extremo
local. Por ejemplo, f(x) = |z| en ¢ = 0 (ver figura 6.3 c).
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Ejercicios 6.2
1.

6.3. Teoremas del Valor Medio

A continuaciéon estudiaremos algunos de los resultados fundamentales sobre
derivadas.

Teorema 6.6 (Rolle) Si f : [a,b] — R es continua sobre [a,b], diferenciable
sobre (a,b) y f(a) = f(b) entonces existe £ € (a,b) tal que f'(£) = 0.

Demostracion. Como el intervalo [a,b] es compacto y f es continua, por el
Corolario 5.12 existen u y v en [a,b] tales que f(u) < f(z) < f(v) para todo
x € [a,b]. Tenemos ahora dos posibilidades:

= u y v coinciden con los extremos del intervalo y entonces f(u) = f(a) =
f(b) = f(v) y f es constante. En este caso f'(z) = 0 para todo z € (a,b)
y podemos tomar cualquier punto de este intervalo como £.

= Al menos uno de los puntos u, v estd en (a,b). Supongamos que es v. La
funcién tiene un maximo local en v y es diferenciable en ese punto. Por el
Teorema 6.5 tenemos f'(v) = 0 y podemos tomar £ = v.
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a c b x

Figura 6.4

Teorema 6.7 (del Valor Medio, Lagrange) Si f : [a,b] — R es continua
en [a,b] y diferenciable en (a,b) entonces existe & € (a,b) tal que

f(®) = fla) = (b—a)f' ().
Demostracion. Definimos

b—=x
b—a

g(x) = f(x) + (f(b) = f(a)).

Entonces g(b) = g(a) y g satisface las condiciones de continuidad y diferen-
ciabilidad del Teorema 6.6. Por lo tanto existe £ € (a,b) tal que ¢’(§) = 0 es
decir

a c b
Figura 6.5

Corolario 6.4 Supongamos que f satisface las condiciones del Teorema 6.7,
entonces
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(i) f'(x) =0 para x € (a,b) = [ es constante en [a,b].
(ir) f
(i) [

() f'(z) >0 para x € (a,

x) > 0 para x € (a,b) = f es creciente en [a,b].

() (a,b)

() (a,b)

(x) <0 para z € (a,b) = f es decreciente en [a,b].

(x) (a,b) = f es estrictamente creciente en [a,b].
b

(v) f'(z) <0 para x € (a,b) = f es estrictamente decreciente en [a, b].

Demostracion. Veamos (ii), el resto se prueba de manera similar: sean ¢ < d
en [a,b] y usemos el Teorema 6.7 para f : [¢,d] — R, obteniendo para algiin

§ € (c,d)

Teorema 6.8 (Generalizado del Valor Medio, Cauchy) Sean f y g fun-
ciones continuas sobre [a,b], diferenciables sobre (a,b). Existe & € (a,b) tal que

(f(0) = f(a))g'(§) = (9(b) = g(a))f' (&)

Demostracion. Definimos h(z) = (f(b) — f(a))g(xz) — (g(b) — g(a))f(x) Esta
funcién satisface las hipdtesis del Teorema de Rolle y por lo tanto existe £ € (a, b)
tal que h'(€) = 0, de donde se obtiene el resultado. |

Teorema 6.9 Sea f : [c,d] — R una funcidn diferenciable en (c,d), [a,b] C
(¢,d) y sea v un nidmero entre f'(a) y f'(b). Entonces existe u € (a,b) tal que
f'(w) =~
Demostracion. Supongamos f/(a) < v < f/(b), el otro caso se prueba de manera
similar. Definimos g(z) = f(z) — y& y entonces

g'(a) < 0 de modo que g(z1) < g(a) para algin 1 € (a,b),

g'(b) > 0 de modo que g(z2) < g(b) para algin x5 € (a,b).

Por lo tanto, la funcién continua g alcanza su minimo sobre [a, b] en algin punto
u € (a,b). Por el Teorema 6.5 se tiene ¢'(u) =0y f'(u) =1~. [ |

Corolario 6.5 Si f es diferenciable en [a,b] entonces f' no puede tener dis-
continuidades simples en [a,b].

Ejercicios 6.3
1. Demuestre que las siguientes funciones reales definidas sobre el intervalo [a, b]
satisfacen las condiciones del Teorema de Rolle y encuentre un punto x € (a,b)
tal que f'(x) = 0:

(1) a=0,b=1, f(z)=+z(z—-1)
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2. En los siguientes casos halle, si es posible, un nimero x que satisfaga las condi-
ciones del Teorema de Rolle. Si en algiin caso no puede hallar tal x ;cual de las
condiciones del teorema no es vélida? (i) a = 1,b = 3, f(z) = z(z — 2)(z — 4),
(i) a=—1,b=3, f(z) = %, (ili) a= —1,b=1, f(z) = 2'/>.

3. Usando el Teorema del Valor Medio demuestre que 1 — z® < «(1 — z) para
O<z<l,a>1.

4. Sea f : [a,b] — R una funcién continua que es diferenciable en todo punto de
(a,b) con f'(z) = 0 para todo z € (a,b). Demuestre que f es constante.

5. Sig:R — R satisface la condicién: |g(z) — g(y)| < (z — y)? para x,y en R,
muestre que g es una funcién constante.

. ’ Ay —
6. Siag,a1,...,a, son nimeros reales tales que nafl + 4 4.4 2t fa, =0,

entonces existe al menos un punto x € (0,1) tal que aox™ + arz™ ' + --- +
An—1% + an = 0.

6.4. Regla de L’Hopital

Teorema 6.10 Sean a < b en R*, f y g: (a,b) — R funciones diferenciables
tales que g'(z) # 0 para todo x € (a,b). Supongamos que

N .
111112 7@ teR (6.2)

y que ademds se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(i) lim f(z) = gfgg(x) =0.

(i1) gfgg(w) = oo.

Entonces
im M =/.
zla g(x)
El enunciado es cierto reemplazando “x | a” por “z 70" y/o “o0” por “ — oc0”.

Demostracion. Consideremos primero el caso —oo < £ < 0o y sea v € R tal que
¢ < v. Escogemos ahora ¢ < r < v, por (6.2) existe ¢ € (a,b) tal que a < z < ¢

implica
f'(x)
g'(z)
Sia < x <y <ec, el Teorema Generalizado del Valor Medio dice que existe
d € (x,y) tal que
@)~ f) _ 1)
9(x) —g(y)  g(d)
Supongamos que (i) es cierto, haciendo z | a vemos que

fy)

@§r<v (a <y <o) (6.4)

<r

<r. (6.3)
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Si suponemos en cambio que (ii) es cierto, manteniendo y fijo en (6.3) podemos
escoger ¢1 € (a,y) tal que g(x) > g(y) y g(x) > 0 si a < z < ¢;. Multiplicando
(6.3) por [g(z) — g(y)]/g(x) obtenemos

f (=) 9ly) )

+ === (a <z <)

g@) =" Tg@) T glw)

Haciendo z | a en la desigualdad anterior la condicién (ii) muestra que existe
¢z € (a,c1) tal que

x

@) <w (a <z < ca). (6.5)

9(x)
Resumiendo, (6.4) y (6.5) muestran que para cualquier v > £ existe c2 € (a,c1)
tal que gE;; <v (a <z < cg). De manera similar, si —0o < £ < 0o y escogemos
u < £ podemos hallar c3 tal que

u<f(x) a <z <cs.

9(x)

Esto termina la demostracién. |

Ejemplo 6.3
Veamos que lim, o (e* + x)'/*. Escribimos

(e +z)V/* = exp{% log(e® 4+ x)}.

Sea f(x) =log(e® +x), g(x) = x. Entonces g(x) — oo (& — 00). Aplicando la
regla de L’Hospital,
f(x) _e"+1

= — 1 cuando z — oo.
Jg(x) e+

y la continuidad de la funcién exponencial nos dice que el limite que buscamos
es €. <

Ejercicios 6.4
1. Calcule los siguientes limites, si existen

(a) 1m0 <=2 (b) limy, oo .

6.5. EIl Teorema de Taylor.

Definicién 6.3 Sea I C R un intervalo de longitud positiva, a € I'y f: I — R

diferenciable en alguna vecindad de a. Si f’ es diferenciable en a llamamos a su
2

derivada la segunda derivada de f en a y la denotamos f(a), D?f(a) o %L (a).

Fr
Ast f"(a) = (1) (a).
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Definicién 6.4 Si para algiin n € N, D"~ f est4 definida en alguna vecindad
de a y tiene derivada en a, decimos que esta es la n-ésima derivada de f en a
y la denotamos (™ (a), D™ f(a) 6 ZZ—_f(a). También la llamamos la derivada de
orden n de f en a.

Definicion 6.5 Si f tiene derivada finita de orden n en cada punto de I decimos
que f es n veces diferenciable en I. Si f tiene derivadas finitas de todos los
ordenes en a decimos que f es infinitamente diferenciable en a. Si esto es cierto
en todo punto de I decimos que f es infinitamente diferenciable en I o que
f es una funcién C* en I y escribimos f € C>(I). Si f™ es continua en I
para algin n > 0 escribimos f € C™(I), de modo que C"™(I) es el conjunto de
las funciones que tienen n derivadas continuas en I. Es evidente que C*(I) C
ch(I) c e ().

Teorema 6.11 Sean f y g funciones de I C R en R que son ambas n veces
diferenciables en a € I para algin n € N. Sea A € R, entonces A\f,f+¢g y fg
son n wveces diferenciables en a y

(AN ™ (a) = Af(a),
(f +9)™(a) = f"(a) + g (a),

n

9@ =3 ()£ s @)

k=0
Esta dltima relacion se conoce como la formula de Leibniz.
Demostracion. Basta usar el Teorema 6.2 e induccion en n. ]
Teorema 6.12 (Taylor) Sea f : [a,b] — R,n € N, supongamos que f*~1) es

continua en [a,b] y existe f")(x) para todo x € (a,b). Sean o # 3 puntos en
[a,b] y para x € [a,b] definimos

=
Py =3 ey,
k=0 ’

Para p € N fijo existe € € (a, ) tal que

(B=" "B -

el " poe).

Rn (6) =

Demostracion. Definimos

L)
Fy =18 - 3 gy,
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Entonces g(a) = g(8) = 0 y g satisface las condiciones del Teorema de Rolle.
Por lo tanto existe € € (a, ) tal que ¢'(§) = 0, es decir

0=g©)=F©+"

pero

kl) -
zf* z k(3 — b

n—1
_ f“ﬂwa QA0
== T B9+ RGN

k=0 k=0
)

_ (n—1).
e

Por lo tanto

o) = B=" P(B—a) .
Fo) = B o)
y es fécil verificar que F(a) = R, (0). |

R,, se conoce como el resto y la expresién que aparece en el enunciado del
teorema se debe a Schlomilch. Como casos particulares se obtienen:
p = n (Lagrange):

Ra(8) = 2= oo gy (6.6
=1 (Cauchy):
R, (B) = <(ﬁn_0{))7; (1—0)""1f"(a+6(f—a)) donde 0 < 0 < 1 (6.7)
Ejemplo 6.4

Queremos calcular €%2° con un error menor a 104, Para ello vamos a usar el

Teorema de Taylor para la funcién f(z) = e, usando el valor de esta funcién y
sus derivadas en a = 0 para aproximar el valor en § = 0,25.

Como sabemos, todas las derivadas de la funcién son iguales a la funcién y
valen 1 en a = 0. Por lo tanto P,(x) tiene una expresién sencilla

y para obtener la aproximacion que buscamos basta determinar el valor de n y
evaluar este polinomio en z = 0,25. Para lo primero buscamos el valor de n que
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hace que el valor absoluto del resto sea menor que 10™%. Si usamos la expresién
de Lagrange para el resto obtenemos

donde 0 < ¢ < 0,5. Sabemos que e < 4 y por lo tanto ef < 4%2° = /2 < 1,5.
Por lo tanto, para lograr la precisiéon deseada basta con hallar n para el cual

1,5

g <107

Para n = 5 tenemos que la expresién anterior es 0,00001221 < 10~%. Por lo
tanto basta calcular el polinomio

4
0,25k 0,252 0,25° 0,25%
P 2 — b — 1 2 ) ) )
5(0,25) 2 +0,25+ st —3t 3
=1+ 0,25+ 0,03125 + 0,0026041 + 0,000162 = 1,2840161
El verdadero valor es 1.28402541. <

6.5.1. Maximos y Minimos

Si f(™ existe en una vecindad de a, es continua en a y ademés f*(a) =0
para 1 <k <n — 1 pero f*)(a) # 0 entonces

(x —a)"

7']“(”)(@) cuando = — a.
n!

f(x) = fla) ~

Asi si n es par:
= la funcién tiene un méximo en a si f(™(a) < 0,
= la funcién tiene un minimo en a si f™(a) > 0.

Si n es impar, ¢ no es ni un Mmaximo ni un minimo sino un punto de inflexién.

Ejemplo 6.5

Consideremos la funcién f(z) = e* +2cosz + e~". La derivada de esta funcién
es f'(z) = e” —2senz — e~ 7 y vemos que la derivada se anula en 2 = 0. Para
ver si hay un extremo y de que tipo es, calculamos las derivadas siguientes y las
evaluamos en este punto, obteniendo

f"(x) =e" +2senz—e*  f"(0)=0,
FO(z) = e® +2cosx —e ™ fE¥)(0)

f'(x) =" —2cosx+e*  f'(0)=0
0
' 4

y por lo tanto, la funcién tiene un minimo en x = 0.
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Ejercicios 6.5
1. Halle la serie de Taylor para senx y diga por qué converge a senzx para todo
z € R.

2. Sea I C R un intervalo abierto y sea f : I — R una funcién con segunda derivada
en a € I. Muestre que para € > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |h| < 0 entonces

flat W+ flo=1) =20 _ o)l

3. Si f:[a,b] — R es continua y f" existe y es estrictamente positiva en (a,b),
muestre que (f(x) — f(a))/(x — a) es una funcién estrictamente creciente de x

en (a,b).
4. feCa,b] yh < f™(z) < H paraz € (a,b). f y susn — 1 primeras derivadas
se anulan en x = a. Muestre que h(zn;,a)ﬂ < f(z) < H(Inif,“)ﬂ para x € (a,b).

Ejercicios Complementarios
1.
2.
3.



