Capitulo 4

Series

4.1. Introduccién

Definicién 4.1 Sea (z,)52; una sucesién de nimeros reales. Para cada n € N
definimos

n
Sn:Zxk:xl—ﬁ—xg—i—no—i-xn.
k=1

La sucesién (S, )n>1 se conoce como la serie infinita asociada a, o generada por,
la sucesién ()52 ;. La notacién usual es

oo
E T, O E Ty,
n=1

Decimos que x, es el n-ésimo sumando o término y S, es la n-ésima suma
parcial de Y . Si (Sp)n>1 converge a S € R decimos que Y x,, es una serie
convergente. En caso contrario la serie es divergente. Si lim, ., S, = S decimos
que S es la suma de la serie Y x,, y escribimos

[ee]
g T, = S.
n=1

Asi, para las series convergentes, el simbolo 2211 x, tiene un doble papel:
representa la serie y también su suma. Es importante que el lector distinga
claramente entre la sucesién (z,,)22 la serie >.°° | z,, v entienda la relacién

n)pn=17Y n=1Tn Y
entre ambas.

Observamos también que la suma de una serie convergente no se obtiene
realizando una cantidad infinita de sumas sino como el limite de una sucesién.

En este capitulo consideraremos ocasionalmente series de la forma Zzozp T,
donde p € Z, las cuales definimos como la serie Y, y,, donde y, = Tp1p_1.
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Ejemplo 4.1
Sea x, = 1/n. Las sumas parciales (5,,) correspondientes a esta sucesién son
3

1 1 1 11
S1=1 52—14'5—2, S3_1+§+§_€’
En la figura 4.1 vemos, en la parte inferior, la grafica de la sucesion z,, y en la
parte superior, la de la sucesién de sumas parciales S,,. La primera sucesiéon es
decreciente mientras que la segunda es creciente.

T

2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.1: La sucesién 1/n y la serie asociada.

Estd claro a partir de la definicién que la sucesién (z,),>1 determina to-
talmente la serie > x, y sus propiedades. Lo contrario también es cierto, ya
que la serie Y x,, es la sucesién (S, )n>1 de sumas parciales y x,, = S, — Sp—1.
Por lo tanto, todos los resultados que hemos estudiado para sucesiones tienen
una versién para series. En particular, el Criterio de Cauchy para series es el
siguiente:

Teorema 4.1 (Criterio de Cauchy) La serie > x, es convergente si y sdlo
st para todo € > 0 existe un entero N tal que

n
>
k=m

<€

stempre que n > m > N.
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Este resultado tiene varias consecuencias importantes. En primer lugar, si
> &, converge entonces el teorema anterior con m = n nos dice que para todo
n > N se tiene que |z, | < €, es decir

Corolario 4.1 Si Y x, converge entonces lim, . , = 0.

La condicién enunciada en el Corolario 4.1 es s6lo necesaria, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2
Si ,, = n~1/2 entonces x,, — 0 cuando n — oo pero

NN

y como y/n — oo cuando n — 00, Y x, diverge a oco.

& 1 1
Nak=1lt et = > =2V
k=1

Haciendo n — oo con m fijo en el teorema 4.1 obtenemos

Corolario 4.2 Si Y x, converge, dado € > 0 existe N € N tal que si m > N
entonces | Y po . xn| < €.

o0
n=m

Es decir, si Y x,, converge, lim, o >, z, = 0.

Observacion 4.1 Si se cambia un ntmero finito de sumandos de una serie no
se altera su convergencia o divergencia, pero puede variar el valor de su suma.
En contraste, el cambio de un ntimero finito de términos de una sucesiéon no
altera su convergencia o divergencia, ni se altera el limite al cual converge, en
caso de que sea convergente. La diferencia se debe a que el m-ésimo sumando de
la serie Y x, aparece en la k-ésima suma parcial Z§=1 zj=a1+To+ -+ g
si k > m y en consecuencia, el cambio en el valor de un sumando de la serie
altera el valor de todos los términos de la sucesiéon de sumas parciales, excepto
por una cantidad finita de ellos.

Ejemplo 4.3

Consideremos de nuevo el ejemplo de la sucesién z,, = 1/n y supongamos que
cambiamos los dos primeros términos de la sucesion: en lugar de 1 y 0,5 ponemos
0 en ambos casos (Ver figura 4.2). En el caso de la sucesién z,, cambian los valores
de estos dos términos pero el resto de la sucesién permanece igual, mientras que
en el caso de la serie, el valor de todas las sumas parciales ha sido alterado: en
lugar de 1; 1,5; 1,83; 2,08; 2,28;... tenemos ahora 0; 0; 0,33; 0,58; 0,78; ....
Como veremos més adelante, ambas series son divergentes, pero las sucesiones
de sumas parciales son distintas.

Corolario 4.3 Si Yz, y > yn son series de términos reales y x, = y, para
todo n suficientemente grande, entonces o ambas series convergen o ambas di-
vergen.
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Figura 4.2: La sucesién 1/n y la serie asociada con los dos primeros términos
cambiados.

Demostracion. Para algin N € N se tiene que n > N implica que =, = y,.
Por lo tanto para n > m > N se tiene

n n
E T = E Yk
k=m k=m
y por el criterio de Cauchy ambas series convergen o ambas divergen. |

Observacion 4.2 El resultado anterior no dice que si ambas series convergen,
lo hacen al mismo limite. En general, si ambas series convergen lo hacen a limites
distintos por la razones que expusimos en la observacién anterior.

Usando los teoremas que hemos visto para sucesiones obtenemos el siguiente
resultado para series.

Teorema 4.2 Si > x, y Y.y, son series convergentes de términos reales y
c € R entonces

(1) Donty €Tn = €200 Ty
(i) 220:1(3371 +Yn) = ZZO:l T + 220:1 Yn-
En particular, las dos series de la izquierda convergen.

Demostracién. Usando la definicion de serie, esto es consecuencia del Teorema,
3.4. [ |
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Teorema 4.3 (Serie Geométrica) Sean a,x € R. La serie Y., az" con-
verge y su suma es af/(1+x) st x| <1. Sia#0 y |z| > 1 esta serie diverge.

Demostracion. La féormula para progresiones geométricas nos dice que

n
1 — gntl
Sp = ar® = a———.
n Z 1—1
k=0
Aplicando los resultados estudiados para sucesiones, si |z| < 1 obtenemos

a

lim S, = .

n—oo 1 i

Sia # 0y |z] > 1 entonces |az™| > |a| > 0 para todo n y el Corolario 4.1
muestra que la serie no puede converger.
|

Definicién 4.2 Una serie )z, de términos reales converge absolutamente (o
es absolutamente convergente) si . |z, | converge.

Teorema 4.4 Si Y x, converge absolutamente entonces converge.

Demostracion. El resultado se sigue de la desigualdad

m m
DT
k=n k=n

y el criterio de Cauchy. |

Definicién 4.3 Si Yz, converge pero Y |z,| diverge decimos que > x,, con-
verge condicionalmente.

Ejercicios 4.1

1.  Muestre que Zgo converge a 1.

1
A (n+2)
2. Construya series con las siguientes propiedades:

a) Xan converge y Ya? diverge.

b) Xb, converge y Xb3 diverge.

¢) Xe, converge y Xc2 y eb divergen.
3. Si) xn converge muestre que y “& también converge.

Si Y xn converge y > yn diverge demuestre que Y (xn +yn) diverge y que Y zn
donde zan = Tn ¥ 22n—1 = yYn(n € N) también diverge.

5. Si )z, converge a S, demuestre que Y xn41 converge a S —ay y que y_ kxp
converge a kS.
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6. SiY xn converge a S, demuestre que > (xn + Tnt1) converge a 25 — x1. Cons-
truya una serie divergente Y y, tal que Y (yn + yn+t1) converja.

7. Sea (nk) una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos con ny =1y
sea Y x, una serie convergente. Para k € N sea by, = > {xn : np < n < npg1}.
Demuestre que > b, converge y tiene la misma suma que Y Tn,.

8. Sid (xan + Axan—1) ¥ DO (T2n + uxa2n—1) son series convergentes, donde \ # p,
demuestre que Y x,, converge.

9. Si 3 |xn| converge demuestre que Y x2 converge.

10. Si) xn converge absolutamente e y, satisface (1 + z5)(1 —yn) = 1, demuestre
que Y yn converge absolutamente.

11. Si’y x; converge, entonces Y. “* converge absolutamente.

12.  Si (zn)nen es una sucesién decreciente y Y x, converge, pruebe que nz, — 0
cuando n — oo. Deduzca que si a < 1 entonces Y, n~% diverge.

4.2. Series de Términos Positivos

En esta seccién estudiaremos series con términos en [0, +oo]. Como los
sumandos son todos positivos, las sumas parciales forman una sucesién creciente
y podemos usar las herramientas para el estudio de sucesiones mondtonas que
desarrollamos en la seccién 3.2.2.

Definicién 4.4 Sea Y z; una serie con términos zy € [0,4+00] y sea S, =
> h_, Tk su n-ésima suma parcial. Como (S,),>1 €s una sucesion creciente,
tiene un limite S € R*. Escribimos Y 7, 2 = S. S se conoce como la suma de
la serie. Si S < 0o esta definicién coincide con la definicién 4.1 y decimos que la
serie converge. Si S = oo la serie diverge. En cualquier caso la serie tiene suma

y escribimos
E T <oo 6 E Ty = 00
segun el caso.

El préximo teorema nos da el criterio fundamental para determinar la con-
vergencia de una serie de términos positivos.

Teorema 4.5 Sea > x, una serie con x, € [0,+00]. >z, converge si y sdlo
st la sucesion de sumas parciales es acotada.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del Teorema 3.6.
[ |

Ejemplos 4.4
1. Laserie Y., 1/n, conocida como la serie armonica, es divergente. Veamos
que la sucesion de sumas parciales correspondiente a esta serie no estd aco-
tada. Usaremos el hecho de que (1/n) es una sucesién decreciente. Veamos
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el valor de las sumas parciales sobre los indices 1, 2, 4, 8,... que son po-
tencias de 2.

S =1.
1
1 1 1 1 1 1
S4—1+§+§+Z>1+§+21—1+25.
1 1 1 1 1 1 1 1
=14tz = T 4= = > 1432
Sy + +8 S4+5+6+7+8>S4+ 3 S4+2> +32
S16 =5, +E+ +i>S +8i—S +1>1+41
) 6716 P2 2

y en general

1 1 1 1
4o — > Son1 + 2" = Sot 4 =

Son =St iy 2n 2" 2

Por recurrencia obtenemos que

n
Sgn>1+§.

Vemos que esta sucesion no es acotada y por lo tanto la serie no converge.

2. Silos términos de la serie no son todos del mismo signo, la acotacion de las
sumas parciales no garantiza que la serie sea convergente, como lo muestra
la serie

oo
-1 =-1+1-1+1—--
n=1

cuyas sumas parciales valen 0 6 1 segun el indice sea par o impar. Las
sumas parciales forman una sucesién acotada pero no convergente.

Teorema 4.6 Siy,, x, € [0,400] para todo n € N y ¢ € [0, +00] entonces
(1) Dopican =c3 o7, an
(1) Yoy (an +0n) = D07 an + 202 by

Demostracién. Si todas las sumas que aparecen son finitas, esto es el teorema
4.2. En caso contrario el resultado es consecuencia de la definicién 4.4.
|

4.2.1. Pruebas de Convergencia para Series de Términos
Positivos

Teorema 4.7 (Criterio de Comparacién) Si para algin K > 0 y algin N €
N, se tiene que 0 < z,, < Ky, para todo n > N, entonces
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(1) Si > yn converge se tiene que » T, converge y
o0 o0
D <KDY yn
n=N n=N

(i) Si > x, diverge, > yn también.

Demostraciéon. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N = 1y
K =1, ya que si demostramos el resultado en este caso luego podemos aplicarlo
a las series > o0 TN Y Doneg K i para obtener el caso general
j=0TN+5 ¥ 2. j=0 LYN+; P g .
Para n € N consideramos las sumas parciales de ambas series:

n n
Se=2 2 v Tu=D>_us
j=1 j=1

Las sucesiones (Sy)n>1 ¥ (Tn)n>1 son crecientes y para todo n € N tenemos 0 <
Sy < T),. Supongamos que Yy, es convergente y tiene suma 7. Como (T,,)n>1
es creciente y converge a T tenemos T, < T para todo n y en consecuencia
Sy, < T para todo n. El Teorema 4.5 nos dice ahora que Y x,, es convergente y

oS oo
an <T= Z Yn -
n=1 n=1

Supongamos ahora que Y x,, es divergente, por el Teorema 4.5 sabemos que la
sucesioén (Sy,)n>1 no estd acotada. En consecuencia (T},),>1 tampoco lo estd y
> yn es divergente.
|
La demostracion del teorema anterior depende de manera fundamental de
que los términos de la serie son positivos. El resultado es falso si esto no es
cierto.

Teorema 4.8 (Prueba del Cociente, d’Alembert) Sea (z,,)n>1 una sucesion
de niumeros reales estrictamente positivos.

(i) Si para algin N € N existe un nimero real o € (0,1) para el cual
$n+1/xn < « siempre que n > N entonces Z T, converge.

(i) Si para algin N € N, se tiene que x,y1/x, > 1 siempre que n > N
entonces Y x,, diverge.

Demostracion.
(i) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N = 1. Tenemos
Ty < amy_1 < aPwy_g <--- <"l

=1 n € N, entonces

[ oo 1
le::lyn:nz:%an: 1—a

Sea y, = «
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por el Teorema 4.3. Usando el teorema anterior con K = x; vemos que
> x, converge.

(#4) Como x,, > x1 > 0 para todo n, no se puede cumplir que x,, — 0 cuando
n — oo y por lo tanto > x,, no puede ser convergente.

Corolario 4.4 Sea (z,)p>1 una sucesion con x, >0 para n > 1.

Tn+1

(i) Silimsup =2+ < 1 entonces ), converge.

(¢4) Siliminf * > 1 entonces Yz, diverge.

T4l

Demostracién. Supongamos que limsup —= = £ < 1. Escogemos « que satis-

faga £ < o < 1. Entonces, por el Teorema 3 7 existe N € N tal que L“ <«
paran > N, y el primer resultado es cierto por el teorema anterior. La segunda
parte se prueba de manera similar.

|

Observacion 4.3 Es importante notar que cuando se usa el Teorema 4.8 o su
corolario hay que mostrar que “L”“ < a < 1 para todo n suficientemente grande
o que limsup * < 1. No basta ver que "—“ < 1 para todo n suficientemente
grande. Por eJemplo para la serie armomca =1 /n,

Intl _ 1
Tp n+1

pero ya hemos visto que esta serie es divergente.

En general, la prueba del cociente sélo funciona para series que convergen
rapidamente y su principal aplicacion es a las series de potencias, que estudia-
remos mas adelante.

Para poder usar el Criterio de Comparacién es necesario conocer el compor-
tamiento de algunas series. El préximo resultado es importante en este sentido.

[e3

Teorema 4.9 La serie > ,n~% converge si a > 1 y diverge si v < 1.

Demostracién. Hemos visto que si a = 1 la serie diverge. Sia < 1, n=® > n~!

y por el Criterio de Comparacién, Y n~* diverge.
Supongamos ahora que a > 1 y consideremos la suma para los indices n que
satisfacen N 4+ 1 < n < 2N; entonces

n® < (N+1)"® < N~©

Y "< Y N®<N*2N-N-1)<N'"™
n=N+1 n=N+1
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Tomemos ahora N =27/, para j =0, 1,..., k — 1; obtenemos que
2k k—1 27! k—1
IUETED DD DN SRS SLInt
1 j=0 n=20+1 §=0
= 1
< 1—a\g —
_1+-0(2 ) 1+1_2(1_a)
‘7:

donde 32 2(1=%)J es una serie geométrica convergente porque a > 1y 217 <
1. Como estamos considerando una serie de términos positivos, la sucesién de
sumas parciales es creciente y hemos mostrado que esta sucesién esta acotada.
Por el Teorema 4.5 la serie es convergente.

|

Teorema 4.10 (Prueba de la Raiz) Sea Y x,, una serie de términos positi-
vos y definamos 3 = limsup(z,,)'/™. Entonces

(i) SiB<1, Y x, converge.
(6) SiB>1, > x, diverge.
(#i7) Si B =1, la prueba no da informacidn.

Demostracion. Supongamos que 8 < 1 y tomemos 7 que satisfaga 0 < n < 1.
Por el Teorema 3.7 sabemos que existe N € N tal que (xn)l/" < n para todo
n > N. Por lo tanto

o) 0o N
Zzn< Z’I]n:L<OO
n=N n=N 1_77

de donde deducimos (i).

Si B > 1 entonces el Teorema 3.7 dice que para infinitos indices n se tiene
que (xn)l/" > 1, por lo tanto x,, > 1 y entonces no es cierto que x,, — 0, de
donde deducimos (ii).

Para ver (iii) basta considerar las series Y n~! y > n™2. En ambos casos
B =1 pero la primera serie diverge mientras que la segunda converge.

|

La prueba de la raiz es mas fuerte que la prueba del cociente, como lo muestra

el ejercicio 3.3.4 y los siguientes ejemplos:

Ejemplos 4.5
1. Para n € N definimos

27™  sines par,
Tp = _ . .
37", sin esimpar.
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entonces Yz, < > 27" < co. Ahora bien,

2 n
z -0
(5) -

xn+1 o 1 1
5 3

lim(,)!/" = lim (3~ )”"=
im (27

Tn

lim

M( 1/n —

=+ Tn .1 /3\"
limxx:1:11m2(2> = o0.

Vemos que la prueba de la raiz detecta la convergencia, mientras que la
del cociente no nos da informacion.

2. Para n € N definimos

2", si n es par,
Ty = _ . .
27",  sin es impar.

entonces » &, = 00y

2
9—(n+1)
lim 2L — Jim ( ) = lim 22"+ = 0,

Tn n—o0 2n

+— Tn41 . 2n+1

lim = lim = 00.
Ty 2—n

La prueba de la raiz detecta la divergencia mientras que la prueba del
cociente no da informacion.

El préximo teorema muestra que el orden en el cual aparecen los sumandos
de una serie de términos positivos no afecta el valor de su suma.

Teorema 4.11 Sea A un conjunto numerablemente infinito y sea {ax,k > 1}
una enumeracion de A. Para cualquier funcion f : A — [0,00] se tiene

if (ag) = sup{Zf : F' es finito, F' C A} (4.1)

=1 a€F

Nota: El simbolo ), ., f(a) denota la suma de los valores de f en los puntos
del conjunto F'. En vista del teorema escribimos el segundo miembro de (4.1)

S fla) = S {f(a) sa € A}

acA

para cualquier A # Fy f: A — [0,00. Si A = @, > ., f(a) = 0 por
definicién.
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Demostracién. Sea o < ), , f(a). Escogemos F C A finito de modo que

a<Zf(a)

acF
Escogemos ahora ko € N de modo que F' C {a : 1 < k < ko}. Por lo tanto

ko

a<2f Z (ak)SZf(aka

a€F k=1 k=1

y como « es arbitrario,

D fla) < fla

acA =1

Ademas,
(o]

Zfak fsup{Zfak nEN}<Zf

k=1 a€cA

4.2.2. Pruebas para Convergencia Absoluta

Sea Y x, una serie de nimeros reales. La serie Y |z, | de los valores absolu-
tos es una serie de niimeros reales positivos y podemos aplicarle los criterios de
convergencia que estudiamos anteriormente para obtener de esta manera crite-
rios de convergencia absoluta. Por ejemplo, si limsup(|z,,|)!/" < 1, la serie " z,,
es absolutamente convergente.

Ejemplos 4.6 .
1. Estudie la convergencia absoluta de la serie ) (71)%

Usamos la prueba del cociente:

|Zpt1] 107t 1n! 10 0
= = —
|| (n+1)10™ n+1

cuando n — oo. Por el corolario 4.4 la serie es absolutamente convergente
y en consecuencia también es convergente.
( l)n 1
2. Estudie la convergencia absoluta de la serie ) W.
Usamos la prueba del cociente:
|Tpp1] (410" n+1

o] 10"tipl 10 o

cuando n — oo. Por el corolario 4.4 la serie > |z, | es divergente, es decir,
la serie no converge absolutamente.
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4.2.3. El Numero e.

En el capitulo anterior definimos el niimero e como

1 n 1 n+1
e = lim (l—l—) = lim (1+) .
n—00 n n— oo n

En esta secciéon obtendremos una expresién para este nimero en términos de
una serie de nimeros reales, probaremos que es irracional y veremos como se
puede aproximar por nimeros racionales.

Teorema 4.12 ¢ = > 2 1/k! y si S, = > 1 _, 1/k! entonces 0 < e — S, <
1/(n!n) para todo n € N.

Demostracién. La serie > .- ,1/k! es convergente, como puede verse fécil-
mente aplicando el criterio del cociente. Consideremos

<11 1 1 1
kglm:m(nuﬂnuxnw)* <n+1><n+2><n+3>+'”)

<1 ! + ! + ! +
nl\n+1 (n+1)2 (n+1)3

1 1 1
_|<1—1>_|'

Si llamamos S la suma de la serie Y p- ;1/k! y S, la suma parcial >, 1/k!,
basta considerar n = 1 en la desigualdad anterior para obtener que S < 3y
ademads observamos que

=1 1
0<S_Sn:k§rlﬁ<m para todo n € N.

Llamemos t,, = (1 + %)" y usemos el teorema binomial para obtener

=2 () )
1+§n(n1)..}.€!(nk+1)nlk
S R

sl

1
k=1

para todo n > 1. Por lo tanto, e = lim¢,, < S.



80 CAPITULO 4. SERIES

Dado € > 0 sea p € N tal que S — e < S,,. Para n > p tenemos

- 1 2 E—1\ 1
e>tn1+l§(1n) <1n><1n)k'

P
1 2 E—1\ 1
>1 1——f(1—-—=]---({1- —
() (D) 055
k=1
haciendo n — oo, como el nimero de términos en la dltima suma estd fijo
obtenemos

p
1
621+ZH:SP>S_6'
k=1
Por lo tanto, para todo € > 0, S —e <e < S, de modo que S = e.

Corolario 4.5 e es irracional.

Demostracién. Supongamos lo contrario y sea e = m/n para m,n € N. Por el
teorema anterior
0< 2 Sp < -
n nln
de donde

1
0<(n—1m-nlS, <—-<1
n

pero tanto (n — 1)!m como nlS, = >p_ M =3} _n(n—1)---(n—k+1) son
enteros y por la desigualdad anterior, su diferencia debe ser un entero entre 0 y

1, lo cual es imposible.
[ |

Observamos que el teorema anterior nos permite aproximar al nimero irra-
cional e por las sumas parciales S,,, que son nimeros racionales. Por ejemplo,

con n = 6 obtenemos
2,718055 < e < 2,718286

y sabemos que las tres primera cifras son exacta porque 1/6(6!) < 0,00024

Ejercicios 4.2
1.  Determinar si las siguientes series convergen o divergen.

0P O mmery  O% O
1 2n+1 1 2
(5) E{*/ﬁ (©6) Z(n+1)(1~HL2)(n+3) O ®) X2
1 n 1 4
(9) =1 (10) zm (11) 2m (12) 2775

(13) 21 (14 un (%)n (15) z;ij a6 s
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2. Para cada una de las siguientes sucesiones determine si la serie asociada es
convergente o no.

1 1 k?
D)oy =-— = () zp=-—
(0 44 K2 VE+VE+1 B) & =7

(4)$k:32(1;(7k)!!)2 (5) ox =VEk+1-Vk (6)%:@—@

) an = (k)5 —1)% (8) a = (-1)*" =

(7) @1 = ((k) )" (8) ze = (=1) e

3. Seay xy una serie de términos positivos tal que la sucesion (x,) es decreciente y
sea yn = 2"xon paran € N. Demuestre que ambas series Y &y, y Y Yn convergen
o ambas divergen.

4. Sean x,, > 0, y» > 0 dos sucesiones. Demuestre lo siguiente: (i) Si Y y» converge
Y Tn/Yn es decreciente entonces Yy, x,, converge. (ii) Si Y. yn diverge y oy /yn €s
creciente entonces Y x,, diverge. (iii) Silimx,/y, = k, 0 < k < oo, entonces
ambas series convergen o ambas divergen.

5. Usando el ejercicio anterior determine la convergencia o divergencia de las si-
guientes series:

= n+1 = 2n+ >
; (n+2)n!’ ();nQ—l— g
(4) Zl \n/ n+2 Z TZ+1 2)

6. Sean > xn y > yn dos series de términos positivos y suponga que

Yn+1 < Tn+1
Yn Tn
para todo n. Entonces (i) Si Yz, es convergente, también lo es Y yn. (ii) Si
> yn es divergente, Y x, también.
7. Suponga que Y x, es una serie convergente de términos positivos. Demuestre
que S (2n2ni1)? y S (zan 792§ > 0 convergen.
8. Sean Y.z, y Y. yn series convergentes de términos positivos. Demuestre que
S (Znyn)'/? converge.
9. La sucesién (xy) es decreciente, xn, > 0y 3. (n2ny1)'/? converge. Muestre que
>~ xn converge. Dé un ejemplo de una serie positiva divergente Yy, tal que

S (Ynyn+1)'/? converge.
10. 3"z, es una serie divergente de términos estrictamente positivos.

(i) Determine si las siguientes series convergen o divergen:

DY an/(A42) (2D 2n/(1+na,)
3) Z T /(14 n’z,) (4) Z zn/(14 x2) con x, acotada

.. _ TN+1 IN+k S
(ii) Sea Sn = x1+ -+ + xn. Demuestre que g~ 4.4 pn >1-— SNIj—k y

deduzca que Z SZ diverge.

acn < 1

(iii) Pruebe que g% < 5 —

1 x
— 5. ¥ deduzca que ) 8 converge.
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4.3. Series Alternas.

Aunque la nocién de convergencia absoluta nos provee una herramienta
poderosa para estudiar la convergencia de series cuyos términos no tienen todos
el mismo signo, puede suceder que una serie sea convergente sin ser absoluta-
mente convergente. En esta situacién hay algunas pruebas que permiten detectar
en ciertos casos si la serie es convergente.

Definicién 4.5 Si una serie es convergente sin ser absolutamente convergente
decimos que es condicionalmente convergente.

El caso maés frecuente es el de las series alternas, que son aquellas en las
cuales los términos sucesivos cambian de signo (ver figura 4.3). Para este caso
hay una prueba de convergencia sencilla e importante.

Teorema 4.13 (Prueba de Leibniz para Series Alternas) Si (z,)n>1 €s
una sucesion decreciente de numeros positivos con limx, = 0, entonces

oo

Z(_l)nJrlxn

n=1

es convergente. Ademds, si Sy = 3¢ _ (1) ey y S = Y00 (—1)" M, se
tiene que
|S — Sk| < xpy1  para todo k > 1.

Demostracion. Para k y p en N

1Skap — Skl = (=) Pappr + -+ (1) P |

= [Thir = Trgo + -+ ()P g,

La suma que aparece entre los signos de valor absoluto se puede escribir como

Th4p—1 — Th4p, S1pes par

(Tht1 — Try2) + (Tha3 — Tpya) + 00+ { . )
Thtps si p es impar.

Como (z,,) es una sucesion decreciente, esto muestra que esta suma es positi-
va y por lo tanto podemos eliminar los signos de valor absoluto. La suma puede
ser reescrita de la siguiente manera:

Thtp, si p es par
Tht1 — (Thy2 + Tpg3) = — . .
Th4p—1 — Th4p, S P es impar,
lo cual muestra que para todo p € N,
|Sk+p — Sk| < Th41- (4.2)
Como zi \, 0, dado € > 0 podemos hallar k£ € N tal que para todo p € N

|Sk+p — Skl <€
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S1
14 e - - S Ss St So
J T o T b Yo ds 2
rT @ - - - -
5o S Se, Ss
0 f T T T T T T - ;
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ty
]_ -
T2
T3 -
[ x 4 s Tg 7 s o
0 Ty ey
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.3: La sucesién z,, y la serie alterna asociada.

ya que basta tomar k de modo que z < e. Ademads, haciendo p — oo en (4.2)

obtenemos

|S— Sk| < Ths1-

Ejemplos 4.7

1. Laserie Y -~ (—=1)""*(1/n) es convergente, lo cual se deduce del teorema
anterior, pero no es absolutamente convergente ya que al tomar el valor
absoluto de los términos obtenemos la serie arménica. Este es un ejemplo
de una serie condicionalmente convergente.

2. Usando la prueba de Leibniz vemos que la serie -, (—1)"*11/\/n tam-
bién es convergente, pero vimos en el ejemplo 4.2 que la serie no es abso-

lutamente convergente, igual que en el caso anterior.

Ejercicios 4.3

1. Estudie la convergencia y la convergencia absoluta de las series:

(1D (=D)"((n* +1)'* —n)

S~ (_q)tilogn
(3);( 1) NG

2)Y (D" @n+ ()"

@)

n+1

(=1)"(1 = nlog(" )

2. Sea a, una sucesién decreciente de nimeros reales positivos. Demuestre que

Yanz" converge si |z| <1, z # 1.
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3. Construya una serie convergente Y.a, y una sucesion de nimeros positivos b,
con b, — 0 de modo que Xa,b, diverja.

4.4. Convergencia Condicional.

Ya vimos que una serie condicionalmente convergente es aquella que converge
pero que no converge condicionalmente. En la seccién anterior vimos dos ejemp-
los. Sea ahora ) x,, una serie de este tipo y llamemos p1, p2, ps, . .. los términos
positivos de esta serie, en el orden en el cual aparecen, y sean —q1, —q2, —qs, - . .
los términos negativos, también en el orden en el cual aparecen. Por ejemplo,
para la serie

1 1+1 1+
4

2 3
tenemos
p1 =1, p2:}a p3:17 ceo Dn = !
3 ) 2n —1
1 1 1 1
q1:§7 QZZZJ q3:67 Q’n:%a

Consideramos ahora las dos series Y p, v Y. ¢n que consisten sélo de térmi-
nos positivos.

Teorema 4.14 Si la serie Y x, es absolutamente convergente, entonces cada
una de las series > . pn Y > Gn €S convergente Yy Y . Tp = I .Pn — 2. Gn. En
cambio, si la serie Y x, es condicionalmente convergente, las series > pn y
> qn ambas divergen.

Demostracién. Supongamos que la serie Yz, es absolutamente convergente
con Y |x,| = M, entonces, para cualquier n,

n

Do lwl <M. (4.3)

i=1

Si consideramos ahora una suma parcial de la serie de términos positivos, diga-
mos p1 + -+ + pr, vemos que los términos de esta suma estan incluidos en la
suma |z1|+ - - - +|z,| para n suficientemente grande, y por (4.3) concluimos que

k
sz‘ < M.
i1

Como esta desigualdad es cierta para todo k concluimos por el teorema 4.5 que
> pn es convergente.

De manera similar se demuestra que la serie Y ¢, de términos negativos es
convergente.
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Para la suma parcial 1 + - -+ 4+ x,, sea u, en numero de términos positivos
y vp el de términos negativos presentes. Entonces

n Hn Un
dan=> pi— Y a (4.4)
i=1 =1 1=1

Si la serie es absolutamente convergente hemos visto que ambas series del lado
derecho son convergentes, y haciendo n — oo obtenemos

o0 o0 o0
D =) pi=)
i=1 i=1 i=1

Es posible que sélo haya una cantidad finita de términos positivos, o de
términos negativos, o incluso que no haya sino términos de un solo tipo. En
estos casos la serie es absolutamente convergente si y sélo si es convergente,
porque a partir de un cierto indice todos los términos tienen el mismo signo.

Consideremos el caso en el cual hay infinitos términos de cada signo, de
modo que py, y ¥, — oo cuando n — co. Llamemos

n n n
Sp=>Y i  Pu=)pi;  Qu=)_ a
i=1 =1 =1

Con esta notacién (4.4) es S,, = P, — Q,, v ademds tenemos

> wil = P, + Qu, (4.5)

=1

Supongamos ahora que la serie Y z,, es convergente y consideremos las series
> Dn ¥ D Gqn. Sialguna de estas 1ltimas es convergente, la otra también debe
serlo. En efecto, por la relacién S, = P, — Q,,., si, por ejemplo, Q, = >_7 qx
es convergente, despejando P, de la relacién anterior tenemos P, =S, +Q,, ,
y como ambos sumandos de la derecha convergen cuando n — oo, también lo
hace P,,. Esto implica la convergencia de P, por la definicién de p,, y porque
se trata de una serie de términos positivos.

Pero si ambas series > p, y D ¢, son convergentes la relacién (4.5) im-
plica que Y |z,| también lo es. Vemos, asi, que si ) x, es condicionalmente
convergente, ambas series Y p, v > ¢, deben ser divergentes.

|

4.5. Reordenamientos.

Si tenemos una suma finita de nimero reales x1 + - - - + x,,, sabemos, por la
propiedad conmutativa, que podemos sumarlos en cualquier orden y el resultado
de la suma es siempre el mismo. Nos preguntamos ahora si esto es cierto en el
caso de series infinitas: Si cambiamos el orden en el cual se suman los términos
de una serie, ;jobtenemos siempre el mismo resultado?
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La respuesta, que puede resultar sorprendente para el lector, es que no nece-
sariamente las dos series suman lo mismo. Méas atin, puede suceder que al cam-
biar el orden de los términos de una serie convergente, obtengamos una serie
que diverge.

Comencemos por ver un ejemplo.

Ejemplo 4.8
En un capitulo posterior demostraremos que
1 1 1 1 1
log2=1—-4+-—=+—-—=+4--- 4.6
o8 2 37175 6" (4.6)
Sy
4 5
Sl S/ S/ 8
3log2 ! T ‘ o ? | . * |
17 l T ¢ T 3
’ S!
Sé Sg 9
0 T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9
S1
1 4 ) ‘ Ss3 Ss S5 So
log2 | ‘|r T
S, Sa Se Ss
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

n+11

— ¥ un reordenamiento.

Figura 4.4: La sucesién (—1)

Veamos que cambiando el orden de los sumandos de esta serie podemos
obtener otro valor para la suma (ver figura 4.4):

3 11 1 1 1 1 1 1
510g2—1+§_§+5+?—1+§+ﬁ—6+ (47)

El esquema en este nuevo arreglo de la suma es tomar dos términos positivos
y uno negativo y asi sucesivamente. Para demostrar este resultado observemos
que si multiplicamos (4.6) por 1/2 obtenemos

110 2—1_1+1_}+i_i+
2 %7971 8 12 14

En esta iltima serie podemos insertar términos iguales a cero sin cambiar su
valor:

Log2=0+tt0-tiortio-tiog (4.8)
g 8L =V 1 6 8 '
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y ahora, por el teorema 4.2 podemos sumar las series (4.6) y (4.8) término a
término para obtener (4.7).

Definicién 4.6 Sean ) z, una serie y f : N — N una biyeccién. La serie >y,
donde y, = x4,y es un reordenamiento o rearreglo de ) xy,.

Como la funcién inversa f~! : N — N también es biyectiva, Y.z, es un
reordenamiento de Y yp.

Ejemplo 4.9

Las series >z, y ) yn donde z,, = %

y para k > 1
1/(4k — 3), sin=23k—2

yn = < 1/(4k — 1), sin=3k—1
—1/2k, sin =3k

son reordenamientos. Los primeros términos de la serie reordenada son

1 1 1 1 1 1 1 1
) 37 27 5’ 77 47 97 11’ 6’
es decir, esta es la serie (4.7). E

n > 1 por

n este caso Y, = 'y (,) donde f estd definida para

fBn—2)=4n—-3, f(Bn-1)=4n—-1, f(3n)="2n.

Los primeros valores de la funcién f son

Definicién 4.7 Si )"z, y todos sus reordenamientos convergen a la misma
suma decimos que Y z,, converge incondicionalmente.

Veremos que esto es equivalente a convergencia absoluta. El Teorema 4.11
muestra que las series convergentes de términos positivos son incondicionalmente
convergentes.

Teorema 4.15 >z, converge absolutamente si y sdlo si converge incondi-
cionalmente.

Demostracién. Supongamos que Y . x,, converge absolutamente y >y, es un
reordenamiento que se obtiene por la funcién f con y, = zy(,). Entonces da-
do € > 0 existe N € N tal que Y ° |z,| < e. Sea M tal que los nimeros
1, 2, ..., N estén todos incluidos en f(1), f(2), ..., f(M), entonces, para

m>M,
o0 m o0 (o]
anfzyn an SZ|=’E7L|<E
1 1 n=N n=N

<
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y esto muestra que Yy, converge a > x,, y por lo tanto la serie converge
incondicionalmente.

Supongamos ahora que Yz, converge incondicionalmente pero no absoluta-
mente. Definimos las sucesiones p;, ¢ > 1 de términos positivos y —¢;, ¢ > 1 de
términos negativos, asi como sus correspondientes sumas parciales, como en la
seccién 4.4. Sabemos por el teorema 4.14 que ambas sucesiones tienen infinitos
términos y que las series correspondientes son divergentes.

Construimos un reordenamiento de la serie de la siguiente manera

Prtpet -+ Dy — @t P11+ Py — G2

(4.9)
+Dno+1+ -+ Png —G3 + Png+1 + 0

en el cual un grupo de términos positivos va seguido por uno negativo. Esco-
giendo adecuadamente los indices 1 < n; < ng < --- podemos hacer que esta
serie sea divergente, para lo cual basta tomar n; de modo que

Py =pi+p2+-+pn >aq+1,
luego ny > n; de modo que
Po,>q +q2+2,
y en general n; de modo que
Py > Qj+J

para j = 1,2,---. Siempre podemos encontrar una sucesién de indices que sa-
tisfaga estas condiciones porque P, — oo. La serie (4.9) es divergente porque
las sumas parciales de esta serie cuyo ultimo término es g;, para algin j, son es-
trictamente mayores que j, y la desigualdad también se satisface para las sumas
parciales que siguen. Por lo tanto las sumas parciales tienden a co y no a S.
|
En realidad, en la demostracion del teorema anterior probamos que si la serie
> @, converge condicionalmente hay un reordenamiento que converge a +oo.
Es posible mostrar el siguiente resultado, que es mas fuerte: sean —oo < a <
B < 400 entonces existe un reordenamiento >y, de Y x,, con sumas parciales
(Th)n>1 tal que
lim 7, = «, Lim T, = f.

Ejercicios 4.4
1. Sea ) xn una serie condicionalmente convergente. Dado S € R demuestre que
hay un reordenamiento de Y x, cuya suma es S.

2. Suponiendo cierta la ecuacién (4.6), demuestre quelog2 =1+ 4 ++ -1 -1 —
sH++———--

3. Suponiendo cierta la ecuacién (4.6), demuestre que log2—1 = % — %4— é — i + % —
é +---. En este desarrollo los términos positivos tienen denominadores impares

y los términos negativos tienen denominadores pares. Los términos alternan en
signo.
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4. Sea Y x, una serie convergente y » . y, un reordenamiento. En el reordenamien-
to, suponga que ningin término de la serie original se mueve més de N lugares
de su posicién original, donde N es un niimero fijo. Muestre que ) yn es con-
vergente y converge al mismo valor que Y .

4.6. Multiplicacién de Series

Consideremos dos series convergentes Y x,, > Yy, ¥, para fijar las ideas,
supongamos que son series de términos positivos, lo cual nos va a permitir
sumar estas series en cualquier orden y obtener siempre el mismo resultado.
Hemos visto que si formamos una nueva serie Y . z,, sumando término a término
las series iniciales (z, = x, + yn), €l resultado es una serie convergente cuya
suma es la suma de las series > x, € > yn:

Zznzz:xn—i—z:yn.

Queremos ahora definir el 'producto’ de las series originales de modo que la ’serie
producto’ converja al producto de las series iniciales. Un primer ensayo podria
ser definir Y z, como el producto término a término de las series originales:
Zn = Tn - Yn. Bs facil ver, sin embargo, que esto no funciona.

Ejemplo 4.10
Definimos para n > 1,

AN si n es par, 0, si n es par,
Ty = . . Yn = _n . .
0, si n es impar. 27",  sin es impar.

Los productos término a término valen todos 0 mientras que

- "= - 27(27171) -9 - 27277, _ 27
de modo que
=~ - 1 2 2
;xn;yn:gxgzg#a

Supongamos que las series comienzan con el indice 0 y llamemos S,, =

" T, =S 7 1 iales de 1 i i S
Yoio%i, Tn = >, oy a las sumas parciales de las respectivas series y Sy
T a los limites correspondientes, de modo que

Sn — S, T, — T, cuandon — oo.
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Si multiplicamos término a término las sucesiones de sumas parciales tenemos
que S, T, — ST y el producto de las sumas parciales es:

n

st ($0)(S0)

=0

n n

Z l‘lyj
0

i=0 j=

Vemos que el producto de las sumas parciales es la suma de todos los produc-
tos posibles entre pares de términos formados tomando un elemento de cada
suma. Si hacemos n — oo esta suma converge a ST y por lo tanto, una posible
definicién del producto entre las series > x, € > y,, es una serie Y . z,, en la cual
aparezcan todos los productos posibles formados multiplicando un término x,
por un término y,, es decir, que aparezcan todos los términos de la tabla 4.6.

Yo Y1 Y2 e Yn—1 Yn Yn+1
Zo ToYo ToY1 ToY2 tee ToYn—1 ToYn ToYn+1
T Z1Y0 1 T1Y2 s T1Yn—1 T1Yn T1Yn+1
T2 Z2Y0 T2y T2Y2 s T2Yn—1 T2Yn L2Yn+1
Tn—-1 | Tpn—-1Yo Tpn—-1Y1 Tp-1Y2 - Tp-1Yn—-1 Tn—-1Yn Tn-1Yn+i
Ty TnYo Tnl1 TplY2 cee TnYn—1 TnUn TnYn+1
Tp41 | Tn1¥o  Tn+1¥1 Tn+1¥2 0 TppilYn—1 Tnti¥n Tnti¥ntl

Cuadro 4.1: Multiplicacién de Series

Una manera cémoda de realizar esta suma es hacerla a lo largo de las diag-
onales. Esto equivale a fijar el valor de la suma de los indices en los productos,
por ejemplo, a,_1Y1 Y aoyn estan en la misma diagonal porque en ambos casos
los indices suman n. Este es el sentido de la siguiente definicién.

Definicién 4.8 El producto de Cauchy de dos series Zio:o Tn Y ZZO:O Yn de
términos reales es la serie ) z, donde

n
Zpn = E TrYn—k-
k=0



4.6. MULTIPLICACION DE SERIES 91

La sucesién (z,) se conoce como la convolucidn de las sucesiones () € (yn)-

La figura 4.5 es una simplificacién del cuadro 4.6 en la cual reemplazamos
los términos del margen por sus indices y los productos por puntos.

0 1 2 n—1 n n-+1
0 [ ] [ ] [ ]
1 [ [ ] [ ]
2 [ ] [ ] [ ]
n—1 L L] ° [ ] [ ] [ ]
n L] ° [ ] [ ] [ [
n+1 L L[] ° [ ] [ ] [ ]

Figura 4.5: Definién de z,,.

El término z, de la definicién representa la suma de los productos que apare-
cen en la figura y que corresponden a la diagonal n (empezando la numeracién
de las diagonales con el 0, que corresponde al término zoyp). Queremos de-
mostrar a continuacién que, definido de esta forma y bajo ciertas condiciones,
el producto de Cauchy de dos series convergentes es convergente y su valor es
ST = (3 an) (X yn)-

Vimos ya que el producto de las sumas parciales S,,T;, converge, cuando
n — 0o, al producto ST. Por lo tanto, bastaria ver que la diferencia entre la
suma parcial para el producto de Cauchy ZZ:1 zn y el producto de las sumas
parciales tiende a 0 cuando n — oo (ver figura 4.6). Esto lo haremos en el
préximo teorema bajo condiciones ms generales. Antes, veamos que no basta
con la convergencia de las series que deseamos multiplicar para garantizar que
su producto de Cauchy converja.

Ejemplo 4.11
Veamos una serie convergente cuyo producto de Cauchy consigo misma es di-
vergente: sea

(-1
NG

20 =0 T = n>1
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0 1 2 n—1 n n+1

n

n+1 ° ° ° ° (] (]

Figura 4.6: Diferencia entre > | z; vy (O°7 ;)37 v5)-

entonces Y . x,, converge por el Criterio de Leibniz (Teorema 4.13). Sin embargo,

20 =21 =0,

Zn = zn:l‘ka?n_k = (= 2 \/7
I

por lo tanto z, - 0y >_ z, diverge.

Teorema 4.16 (Mertens) Sean Y "z, una serie absolutamente convergen-
te de suma S y Z;’LO:O Yn una serie convergente de suma T. Definimos z, =

ZZ:O TpYn—k paran =0,1,2,.... Entonces
o0
Z zp = ST
n=0

Demostracién. Sean

Sn: zn:xka Tnzzyka Un:zn:zka Tn:Tn_Ta
k=0



4.6. MULTIPLICACION DE SERIES 93

entonces

Un = zoyo + (Toy1 + 21Y0) + -+ + (ToYn + T1Yn—1 + -+ + TnYo)
=aoln 1T+ +xnTo
=x0(T+ 1) +21(T 4+ Tpe1) + - + 20 (T + 70)
=51+ x0Tp + T1Tn—1+ - + TpTo.

Queremos ver que esta expresiéon converge a ST. Como S,T — ST basta
mostrar que

T = X0Tn +X1Tp—1 + -+ X700 — 0.

Llamemos 0 = Y >~ |z,| y sea € > 0. Como )y, converge a T, lim7, =0y
existe N € N tal que |7,| < e para n > N y entonces

| < 20T + -+ TpeNo1TN41] + [T NTN + -+ + ZnT0]
<eé€rotar+- -+ Tppn_t] + |[ToNTN + -+ TpT0]
< €0+ |Tp_NTN + -+ + TpTol.

Como z,, — 0, manteniendo N fijo y haciendo n — oo obtenemos
limsup |n,| < eo.
Teniendo en cuenta que € es arbitrario se obtiene el resultado.

El siguiente teorema lo enunciamos sin demostracion

Teorema 4.17 (Abel) Silas series Y Tpn, > Yn Y Y 2n convergen a S,T y U
respectivamente y z, = Toyn + -+ + Tpyo entonces U = ST.

Ejercicios 4.5
1. Para las series Yan y by, calcule su producto de Cauchy Y¢,,. Determine cudles
de estas series con convergentes y si todas lo son, calcule ¢, en términos de
Yan y Xby.
i) an = b, =1 para todo n
ii) ap = a1 = 1/2, an, = 0 para n > 1; ¥b, convergente.
iii) ap = 1,a1 = -1, a, =0 paran > 1; b, = 1/n.
iv) an =z"/nl, by = y"/nl.
2. Y xn converge absolutamente e y, — 0 cuando n — co. Muestre que z1y, +
ToYn—1 + -+ xpy1 tiende a 0 cuando n — oo.
Pruebe que si |z| < 1 entonces [l +z+ 2%+ 23+ -] = 1+ 22+ 32% +42® +- - -

[eS) "

Demuestre por multiplicacién de series que si f(x) = ) ° | %+, entonces f(z) f(y) =
f(x 4+ y) para cualesquiera z e y.
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5. Demuestre que el producto de Cauchy de las dos series divergentes
2+2422+2° 42"+ ) (141414141414 ---)

converge absolutamente.

Ejercicios Complementarios

1. Espacios métricos de sucesiones.
a) Sea £ el espacio de las sucesiones acotadas de nimeros reales. Definimos
d((zn), (yn)) = sup{|zn — yn| : s € N}

Demuestre que d es una métrica en £°°.

b) Parap > 1 el espacio ¥ consiste de todas las sucesiones (xn)n>1 tales que

)
D lenl”
n=1

converge. Para (zr), (yn) sucesiones en (P definimos

il ) = (3 o =)

Demuestre que d es una métrica para £°.

c) Six = (zn) es una sucesion en R y N € N, sea xn la sucesidn que tiene
los mismos N primeros términos que x y después todos sus términos son
cero. Demuestre que si x € fP entonces rn converge a X pero si X € £
esto no necesariamente sucede.

2. Test de Raabe.
Suponga que x, > 0 para todo n € N y que

lim n( In —1) =/.

n— o0 anrl

Demuestre que @y converge si £ > 1 y diverge si £ < 1.

(Ayuda: Sea 1 < a < £, a partir del algin indice no

T
n( n —1) >a
Tn+1

st > ng, Y EN CONSeCUEencia
nxn — (N + D)zpy1 > (a — 1)zpi

de modo que a partir de este indice la sucesion es decreciente y sumando esta
ultima desigualdad se obtiene el resultado.



