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INTRODUCCION

Existen diversas maneras de estudiar la estructura de grupo y por supuesto es relevante relacionar la teoria de
grupos con otras estructuras algebraicas. El anillo de grupo cumple un esfuerzo en este sentido, ya que relaciona
un grupo y un anillo dado con otra estructura que resulta ser un anillo de nuevo, pero més que eso, también es un
modulo y si se construye sobre un campo se tiene entonces los ya tan estudiados espacios vectoriales.

Tomando un grupo G y un anillo R, el anillo de grupo RG se construye como el R—mddulo libre con base
dada por los elementos de G. Por supuesto, esto intuye una operacion de suma y una operacién multiplicacién
de los elementos de R con RG, pero para completar la estructura de anillo RG hace falta una multiplicacidn, la
que se realiza usando una convolucién a través de la operacién de grupo.

El anillo de grupo ha aparecido en diversas dreas matemédticas como la teoria de representaciones, el dlgebra
homoldgica, la topologia algebraica o la teoria de homologia. Por ejemplo, dar un RG—mddulo es equivalente
a dar una representacion de GG en la categoria de R—mddulos. En particular, si X es un espacio con una accién
de un grupo G, entonces sus grupos de homologia H,,(X; R) son de hecho RG—mdédulos. Si G es un grupo
discreto, la homologia y cohomologia del espacio clasificante BG se pueden calcular usando funtores derivados
para ciertos RG —mddulos.

Debido a la importancia que han tenido los anillos de grupo se han realizado diversos trabajos tratando de
entender su estructura, como los importantisimos trabajos de Connell y Passman en [6], [26], y algunos mds que
abordan problemas como el de encontrar unidades y cémo saber si RG = RH implica H = G, el conocido
como problema del isomorfismo, abordados por ejemplo en [13]. Tanto es asi, que por ejemplo, Kaplansky, un
relevante algebrista del siglo pasado presentd una seleccion de diversos problemas existentes y relevantes en la
teoria de anillos ([16] y [15]), donde recurrentemente aparece el anillo de grupo.

Entre algunos de los relevantes problemas de la lista antes mencionada de Kaplansky, estaban tres que pasaron
a llamarse justamente como las conjeturas de Kaplansky (Aunque algunos ya habian sido abordados en [13]), y
que se enuncian a continuacion.

Conjetura de la Unidad. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces K G no tiene unidades
que no sean de la forma kg, con k € K\{0} yg € G.

Conjetura de Divisores de Cero. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces K G no tiene
divisores de cero.

Conjetura de Elementos Idempotentes. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces KG no
tiene elementos idempotentes diferentes de 0y 1.

Las anteriores conjeturas son el principal punto de partida de este trabajo. Aqui se exponen importantes
trabajos que se han realizado para intentar demostrar o dar contraejemplos para las conjeturas. Asi como también,
se presenta una familia de contrajemplos para la conjetura de la unidad basados en los articulos de Gardam y
Murray ([10] y [23]).
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A pesar de que la conjetura de la unidad fue desmentida, en realidad queda mucho trabajo por hacer para
el problema de descifrar cémo funcionan las unidades en un anillo de grupo. Por ejemplo, existe una propiedad
importante para estudiar la conjetura de la unidad, la propiedad de ser de producto tnico. Por definicién, un
grupo G es de producto tnico si para cada par de subconjuntos finitos A, B de G, existe ¢ € AB que tiene
representacion tnica como producto de un elemento de A y uno de B. Es decir, que si ¢ = a1b1 = a2bs con
ai,az € Aybi, by € B, entonces a; = as y by = bo.

De acuerdo al Corolario 3.2.8, si G es un grupo con producto tnico, entonces K G tiene solo unidades triviales
(es decir, de la forma kg), para cualquier campo K. A dia de hoy, la familia de grupos con producto tnico, es
la familia mds grande conocida que satisface la conjetura de la unidad de Kaplansky y es interesante ver, que de
hecho uno de los primeros ejemplos de grupos sin producto tnico, como lo es el grupo de Promislow en [27], en
realidad no satisface la conjetura de la unidad, al ser el contrajemplo dado por Gardam sobre el campo finito [Fg
de caracteristica 2.

Otro ejemplo conocido simple de grupo que no satisface la propiedad de producto tnico fue dado por Soelberg
en [35]. Tiempo después se demostré en [11] que de hecho, este grupo tampoco satisface la conjetura de la unidad
de Kaplansky. En este trabajo se da una prueba de hechos relevantes que este grupo satisface en el Teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.1. Sea G = <x, y | (y%r)? = 22, (2%y)? = y*2> & <x,y | 2yt =y 2 ya?yd = $*2>.
a) G no satisface la propiedad de producto iinico.
b) G 2 Py para cada k > 1.
¢) G satisface la conjetura de divisor de cero de Kaplansky.

En el anterior teorema, los grupos Py son la familia de grupos que no satisface la propiedad de producto
unico dados en [23] y que tienen la siguiente presentacion.

_ k _ ok _ _
Pk=<x7y!x WWar=y Py laty =2 2>-

A continuacién, se resume detalladamente el contenido de este texto, desglosando por capitulos una visién
de lo que se puede encontrar. Es importante mencionar que en este texto se supone que el lector conoce sobre
teoria de grupos y teoria de anillos.

En el primer capitulo se exponen a manera de referencia resultados en teoria de grupos y teoria de anillos.
También se desarrollan algunas nociones que normalmente no se ven en un primer curso sobre teoria de grupos
que serdn utiles mds adelante, como lo son las presentaciones de grupo y el producto libre y amalgamado.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de anillo de grupo, se dan diferentes perspectivas acerca de
su definicion y se dan algunas nociones acerca de su relevancia. También se demuestran diversas caracteristicas
acerca de la estructura que relacionan el mismo anillo de grupo con condiciones sobre las que es construido.
Se brinda y demuestra un resultado relevante sobre condiciones que debe satisfacer un anillo de grupo para ser
primo, resultado que es de gran importancia y que serd ttil para préximos capitulos. En la Seccidn 2.4 se da una
util aplicacion del resultado anterior acerca de anillos de grupo noetherianos y artinianos.

En el tercer capitulo se enuncian las conjeturas de Kaplansky, asi como se exponen algunos de los resultados
mas relevantes que han sido publicados sobre la resolucién de las conjeturas. Se define la condicién de grupo con
producto Unico, que histéricamente en el estudio de las conjeturas de Kaplansky ha aparecido con gran relevancia.
Se da asi también la relacidon que tienen los grupos con producto tnico sobre las conjeturas de Kaplansky, asi
como algunos ejemplos de grupos que satisfacen la propiedad de tener producto tnico. Se demuestran en este
capitulo algunas condiciones que debe satisfacer un producto amalgamado de grupos para que al formarse el
anillo de grupo de este grupo satisfaga la conjetura de divisor de cero usando la condicién de Ore para anillos.




Por dltimo, en el tercer capitulo se dan algunos ejemplos de grupos que no satisfacen la propiedad de pro-
ducto tnico. Se desarrolla en especial un grupo estudiado por primera vez por Soelberg en [35], pero se le da
una perspectiva diferente. En este trabajo se demuestra que, el grupo que Soelberg propone, que no satisface la
propiedad de producto Unico, si satisface la conjetura de divisor de cero de Kaplansky y ademds, que es un grupo
diferente a diversos ejemplos conocidos, a pesar de construirse de manera muy similar.

En el cuarto capitulo se desarrollan los contrajemplos ya encontrados para la conjetura de la unidad de Ka-
plansky. En particular, se desarrollan los cdlculos no realizados en [23], donde se da una familia de contraejemplos
para anillos de grupo formados en campos finitos sobre el grupo de Promislow P;. También en este capitulo se
habla del trabajo realizado después de haber encontrado la conjetura, se intenta explicar por qué las unidades
funcionan y sobre el como encontrar més contraejemplos.

En el quinto capitulo se discuten algunos trabajos adicionales realizados para intentar demostrar o refutar las
conjeturas y ademds se desarrollan ciertas ideas que surgieron durante la realizacién de todo este trabajo a manera
de motivar investigacion futura para llegar a la verdad de las conjeturas. También se relacionan las conjeturas de
Kaplansky con otros problemas abiertos.

Se incluye ademds un apéndice con algunos cédigos computacionales que fueron ttiles durante la realizacion
del trabajo, asi como un c6digo en particular que demuestra un resultado pendiente de la Seccién 3.4.

Asi, en este trabajo se hace un esfuerzo por explicar con detalle y dar diversos ejemplos sobre la estructura
de anillo de grupo, asi como el estado actual en que se encuentran los importantes problemas para la teoria de
anillos de grupo de las conjeturas de Kaplansky. Ademads, se desarrolla cada tema dando diferentes perspectivas
y algunos puntos de vista diferentes. Se desarrollan demostraciones como el Teorema 3.4.1 y diversos calculos
como los de la Seccién 4.1 que resultan inéditos.
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1 Toricos bE GRUPOS Y ANILLOS

En este texto, se supone que el lector ha tenido una introduccién a la teoria de grupos y a la teoria de anillos,
por ello esta seccién sirve como puerta de entrada para conceptos que usualmente no se tratan en un primer curso
de teoria de grupos o teoria de anillos. El contenido de esta seccidn estd basado principalmente en [8], [12], [29],
[31]y [34].

1.1  Grupos

A manera de completez, en esta seccién se enuncian diferentes definiciones y notacién que se usan a lo largo
del texto. Las proposiciones enunciadas son resultados conocidos que usualmente se ven en un primer curso de
teoria de grupos, por lo que se omiten las pruebas.

Primeramente, una operacién binaria en X es una funcién - : X x X — X, usualmente denotada -(z,y) =
x -y y cuando no haya ambigiiedad, x - y = zy.

Definiciéon 1.1.1. Un grupo es una dupla (G, -) donde G es un conjunto no vacio y (-) es una operacion binaria
en G tal que
» (z-y)-z=x-(y-2),paracada x,y,z € G.

= Fxistel € Gtalquel-g=g-1=g, paracada g € G.

1 -1
=g g=1
Cuando no haya ambigiiedad, el grupo se denota simplemente como G y la operaciéon mediante x - y = xy.
Si ademas de las condiciones anteriores, el grupo G cumple que gh = hg para cada h, g € G, se dice entonces
que GG es abeliano y a menos que se diga lo contrario, la operacion en G se denota como +, el neutro se denota
como 0y el inverso de g como —g. A su vez, si n es un entero positivoy g € G,

» Para cada g € G, existe g~ € G tal que gg~

9 =1,
9" =999
n VECES
g—n _ g—lg—l g—l

n Veces
En esta seccién, a menos que se diga lo contrario, G, H denotan grupos.
Proposicion 1.1.2. Si g € G y n, m son enteros,
n_m n+m

( n)m — nm
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Para cada g € G, si existe n € N (donde N = {1,2,...}) tal que ¢" = 1, denotamos o(g) = min{n € N |
g™ =1}.Sig € G\{1} es tal que existe n € N con g" = 1, se dice que g es un elemento de torsién. Si G tiene
algun elemento de torsién, se dice que G tiene torsion. En otro caso, se dice que G es libre de torsion.

Proposiciéon 1.1.3. Si x,y, z € G son tales que xy = xz 6 yxr = zx, entonces y = z.

Si H es un subconjunto de G tal que la operacién - restringida a H x H tiene rango contenidoen H y H es
un grupo bajo esta restriccion, se dice entonces que H es un subgrupo de GG y se denota H < G. Si A, B son
subconjuntos de (¢, denotamos

AB ={ab|a € A,bec B}.

Si A = {g} 6 B = {g}, se denota simplemente gB o Ag, respectivamente. Se nombra a gB la clase lateral
izquierda de g con respecto a B y a Ag la clase lateral derecha de g con respecto a A. Un subgrupo N de G se
dice normal si Ng = gN, paracada g € Gy se denota N < G.

Proposicién 1.1.4. Sea H un subconjunto no vacio de G. Se cumple H < G siy sélo si gh~' € H para cada
g,h € H.Si N <G, setiene N G siysélosig-*Ng C N para cada g € G.

Proposicion 1.1.5. Si H, K < G, entonces H N K < G.

Si H < @G, se denota G/H al conjunto de las clases laterales izquierdas de G en H y H\G el conjunto
de clases laterales derechas de G en H. En el caso de que H < G, se cumple G/H = H\G, por lo que sin
amgigiiedad se puede denotar

G
G/H = - = H\G.

Proposicion 1.1.6. Si N < G, entonces G /N es un grupo con la operacion NgNh = N gh. Se le nombra el
grupo cociente de G en N.

Se define también [G : H| = |G/H]|. Cuando esta cardinalidad no es finita, se suele escribir simplemente
[G: H| = 0.

Proposicion 1.1.7. Si G es un grupoy H < G, se cumple |G : H]|H| = |G]|.

Si¢: G — H estal que ¢p(gh) = ¢(g)o(h), se dice que ¢ es un homomorfismo. Si ademads ¢ es biyectiva,
se dice que ¢ es un isomorfismo de grupos y en tal caso, se dice que G y H son isomorfos y se denota G = H.
También tenemos dos subgrupos asociados a ¢, su ndcleo y su ,imagen.

kerop ={g € G| ¢(g9) =1},
im ¢ = {¢(g) | g € G}.

Siz,g € G, se denota 9 = g~ lxgy se le nombra conjugado de x y denotamos por Cg(z) = {g € G |

g 'zg = z} al centralizador de z.

Definicion 1.1.8. Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se dice caracteristico si para cualquier isomorfismo
¢ : G — G setiene p(H) = H.

Proposicion 1.1.9. Sea G un grupo. El grupo G' = <{ghg_1h_1 | g,h € G}> (conocido como subgrupo con-
mutador o grupo derivado) es un subgrupo caracteristico de G. Mds aiin, si G y H son isomorfos, entonces
G/G'=2 H/H'
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Definicion 1.1.10. Sean H, G grupos. Si existe un subgrupo K < G tal que ¢ : H — K es un isomorfismo, se
dice entonces que ¢ es un encaje de K en G. A su vez, se dice que K estd encajado en G.

Los siguientes tres teoremas se conocen como el primer, segundo y tercer teorema de isomorfismo respecti-
vamente.

Teorema 1.1.11. Sea ¢: G — H un homomorfismo. Entonces ker ¢ < G y existe un isomorfismo G/ ker ¢ =

im ¢.
Teorema 1.1.12. Sean H < Gy N < G. Entonces NNH <HyH/(NNH)= NH/N.

Teorema 1.1.13. Sean K < H < G, con K, H < G. Entonces H/ K es normal en G/ K y
(G/K)/(H/K) = G/H.
Si G, H son grupos, el grupo producto de G'y I es el conjunto de pares ordenados de G'y H, es decir,
GxH={(g,h) |ge G,h € H},

donde la operacion estd dada por (g1, h1)(g2, h2) = (9192, h1h2). Si G 'y H son abelianos, se suele decir al
producto de Gy H, la suma directa de G 'y H. Esta se denota por G ® H.

1.2 Presentaciones de Grupo

Sea X un conjunto. A cada elemento 2 € X se le asigna un elemento abstracto 2! y se define X! =
{z7!| € X}. Una palabra en X es una sucesion finita de elementos en X U X ~! de la forma

Ti1xo - Tp, dondexy,xo,...,x, e XuXxh

La palabra vacia (una sucesion finita de longitud cero) se denota por 1. Para cada z € X, se toma (z~ 1)~ = z.

Para una palabra x1z5 - - - ,,, se toma el inverso (z1x2 - - ~:cn)_1 = x,‘Ll . ~:cfl. Una palabra reducida en X
es una palabra

xClllx6212 gl
donde z1,...,2, € X,a; € {1,—1}ysii = j+1, no puede suceder ala vez a; # a; y x; = x;. Al conjunto de

palabras reducidas en X se le denota F'x. Toda palabra de X puede ser llevada a una forma reducida quitando las
palabras triviales. Por ejemplo, si consideramos xyy ! z, la forma reducida de la palabra es 2. Se define ademds
una operacién concatenacion (-) de forma que si x122 -+ Tn, Y1Y2 - Ym € Fx y on # Yy L

(T2 ) - (Y1 Yn) = T1Z2 -+ TnY1 -+ Ym-
En caso de que x,, = y; 1. se toma el producto recursivamente de la siguiente manera,

y sucesivamente se hace esta reduccion hasta tener una palabra reducida. Con la operacién anterior, F'x es un
grupo, llamado el grupo libre generado por X. Si X es finito, se suele denotar al grupo libre generado por X
como F|x.
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Ejemplo 1.2.1. Si X = {x}, entonces Fx = F} es el grupo libre generado por una letra, que es isomorfo a 7.
Denotamos para un niimero entero positivo n,

n veces

y de manera andloga para enteros negativos. Entonces todo elemento de F es de la forma x™ donde n es entero
y por propiedades de Fyx, se cumple x"xz™ = x™*™, por lo que la funcion ¢: F\ — 7 definida mediante
o(x™) = n es un isomorfismo de grupos. De hecho, F\ es el iinico grupo libre abeliano.

Si Gesun grupoy X C G, se dice que X es un conjunto generador de G si el subgrupo de G mds pequefio
que contiene a X es G. Esto se denota (X) = G. No es complicado ver que, de hecho, para cualquier X C G, el
subgrupo (X) consta de las posibles multiplicaciones finitas de elementos de X y sus inversos. Algo asi como
las palabras que se pueden formar con los elementos de X y sus inversos, solo que en esta ocasion, comparar las
palabras reducidas no basta para decir que dos elementos son iguales. En el sentido anterior, si Y es un conjunto
no vacio y lo vemos dentro de Fy como palabras con una letra, se tiene (Y) = Fy.

Proposicion 1.2.2. Sea X un conjunto no vacio. Para cada funcion f: X — G, con G un grupo, existe un iinico
homomorfismo ¢: Fx — G tal que ¢(x) = f(x) para cada x € X.

Demostracion. Como cada elemento g € F'x es de la forma
g = T1T2 """ Tn,

donde z1, 2, ..., z, € XUX 1U{1}, entonces se define ¢: Fy — G como ¢(x) = f(z)y dp(z~!) = f(z)~?
paracadax € X,y ¢(1) = 1. De esta forma, se define para g € Fx arbitrario como,

?(g) = p(x1)d(x2) - - - P(0). 1.1)

Para ver que estd bien definida, basta ver que al reducir trivialidades de la forma zz~! 6 27!z, el valor de la

funcién es igual, en este caso, si ;11 = ; L'y g, es la palabra que quita esta trivialidad en g,

P(9) = ¢(z1)d(x2) - - (i) P(Ti1) -~ P(n)
= flz) f(wo) - fma) f (@)™ f(an)
= flz)f(z2) -+ flzim) f(@iv2) - fzn)
= ¢(gr),

por lo que ¢ estd bien definida. Ahora, como todo homomorfismo de F'x a G necesita satisfacer (1.1), el homomor-
fismo ¢ debe ser inico. Resta probar que, en efecto, ¢ es un homomorfismo. Sig = x1z2 -, Vh = Y192 - - * Yn,

P(gh) = ¢(z1m2 - Tngny2 - yn) = G(21)P(22) - - - (2n)O(Y1)P(y2) - - - D(yn) = P(9)9(h),
completando el resultado. O
Proposiciéon 1.2.3. Todo grupo G es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

Demostracion. Para cada g € G, sea x4 una letra distinta, de tal manera que X = {z, | g € G} sea isomorfo a
G como conjunto mediante z, — g. Por la Proposicién 1.2.2, existe un Gnico homomorfismo ¢: F'x — G que
extiende esa funcion. Ya que ¢ es sobreyectiva, por el primer teorema de isomorfismo, F'x / ker ¢ = G. O
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El resultado anterior dice que debe haber una manera de representar cada grupo G a partir de un grupo libre
del que G es isomorfo a un cociente. En este sentido, es como aparecen las presentaciones de grupo, una manera
practica y ntil de escribir cada grupo.

Sea X un conjunto y R un subconjunto de F'x. Si llamamos (R) y al subgrupo normal mds pequefio de F'x
que contiene a R, se denota

(X IR =

A (X | R) se le llama presentaciéon de grupo con generadores en X y relaciones R.
Proposicion 1.2.4. Todo grupo admite una presentacion de grupo.

Demostracion. Sean G, F'x, ¢ como en la Proposicion 1.2.3. Entonces, como ker ¢ < F'y, por el primer teorema
de isomorfismo,
Fx

G= ker ¢

= (X [ ker¢),

obteniendo una presentacién de G. U

En ocasiones, si X y I? son conjuntos a lo mds numerables, se suelen escribir los elementos de X y Ren la
presentacion. Por ejemplo, si X = {x1,z2, 23} y R = {x2x3, z122}, entonces

(X | R) = (w1, 32,23 | 2273, 7172) -

También, en algunas ocasiones suele ser mds practico escribir en las relaciones expresiones de la forma z; =
T223, lo que simplemente quiere decir, 21 (z2x3) ! € R. Si existe un conjunto finito X tal que G = (X | R), se
dice que G es finitamente generado, y si existen Y, @ finitos tal que G = (Y | @), se dice que G es finitamente
presentado.
Ejemplo 1.2.5. Si C), es el grupo ciclico de orden n, se tiene que C,, = (x | 2™ = 1).
Ejemplo 1.2.6. Z ® Z = (z,y | vy = yx).
Ejemplo 1.2.7. El teorema fundamental de la aritmética dice que todo entero puede ser factorizado de mane-
ra tinica como producto de primos. Como el conjunto de niimeros primos es infinito numerable y los primos
conmutan entre si al multiplicarse,

Q+ = <x1,x2, ce ‘ TiT; = xjxi,Vi,j S N> .
Aqui QT es el conjunto de los racionales positivos con la operacién dada por el producto.
Ejemplo 1.2.8. El grupo dihedral de orden 2n.

Doy &2 (z,y | 2" =1,9° =1, (yz)* = 1).
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1.3 El Producto Amalgamado

En el estudio de la topologia algebraica, el producto amalgamado aparecié como un producto de grupos ttil
para calcular el grupo fundamental de la unién de espacios bajo ciertas condiciones. Debido al enfoque de este
texto, no se abundard mucho en la motivacién topoldgica del producto amalgamado. En cambio, se plantea un
enfoque practico.

Sean G y H grupos. Una palabra alternante de G y H es una secuencia de elementos alternantes entre G
y H, es decir, una palabra alternante w tiene la forma

w = gihig2ha - - - gnhn,

donde g2, ...,gn € G\{1}, h1, ..., hn—1 € H\{1}, g1 € G, h,, € H. La palabra vacia simplemente se denota
1. Al conjunto de estas palabras alternantes se le llama el producto libre de G y H y se denota G * H. De
hecho, G * H es un grupo, donde 1 es el elemento neutro y la operacién de grupo de w1, ws es la concatenacién
si la dltima letra de w; diferente de 1 pertenece a un grupo distinto al de la primera letra de w». Es decir, si

W1 = 12" Ty, W2 = Y1Y2** * Ym,>
Wiw = T1T2 -+ TnY1Y2 Y-

Pero si dos elementos adyacentes pertenecen al mismo grupo, estos dos elementos se cambian por su producto,
y si este producto es 1, simplemente se eliminan las letras. Se itera este proceso hasta que quede una palabra
alternante.

Ejemplo 1.3.1. SiG = (x| 2> = 1)y H = (y | y* = 1), cualquier elemento k € G x H — {1} es de la forma

k=xy---xy, 0
k=yx- -2y, 0
k=2xy---yx, 0
k=yx-- - yx.

De esta forma, se observa que a pesar de la pequeiia cantidad de elementos de Gy H, el grupo G x H tiene
infinitos elementos.

Supongamos ahora que un grupo K estd encajado tanto en el grupo GG como en el grupo H, siendo Kg, K
las imagenes de los respectivos encajes. Sea ¢: K¢ — Ky unisomorfismo. Entonces el producto amalgamado
de Gy H con respecto a K a través de la funcion ¢, escrito como G xx H, es

G+ H
N )

G*KH:

donde N es el subgrupo normal més pequefio (la clausura normal) en G * H que contiene a {gp(g~ 1) | g € Kg}.

Definicion 1.3.2. Sea H < G. Un transversal derecho T para G en H es una clase de representantes de clases
laterales derechas de H en G, donde a la clase lateral H se le asigna 1.

Sean T, Ty transversales derechos de G, H en K respectivamente y « € G xx H. Una forma normal para
xen G xx H esuna palabra w en G * H de la forma

w = kg1h1g2ho - - - gphn,
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para algin n € N, donde k£ € K visto como subgrupo de G, g1 € T¢, hn € T, 92,-..-9n € Tc\{1}y
hi,...,hpn—1 € Tg\{1} y w es tal que x = Nw, donde N es como en la definicién de producto amalgamado.

La importancia de una forma normal radica en el siguiente importante teorema, conocido como teorema de
la forma normal

Teorema 1.3.3. Sean G, H grupos y K un grupo encajado en Gy H. Todo elemento x € G g H tiene una
unica forma normal.

Demostracion. Sea x € G xx H y sean K, Kp isomorfos tal que el producto amalgamado es través del
isomorfismo ¢: Kg — K. Sean T, Ty transversales derechos de K¢, K de G, H respectivamente. Ya que
G xx H = (G« H)/N, para algin N < G x H, el elemento z tiene un representante gih; - - - gnhy, € G x H,
donde gi, € G, hy € H y sélo g1, hy, pueden ser 1. Ahora bien, para h,,, existen h}, € Ty y kIl € Ky tales que
h,, = kX 1!, por lo que

gih1 - guhn = gihy - - gk R, (1.2)

Los elementos k1 y =1 (k1) € G generan la misma clase lateral en G xx H, por lo que se puede reescribir el
representante como

gihy -+~ gnhy = g1hy - - gnqb_l(k‘f)h;,

donde g,¢ 1 (kX) € G. Por lo que existen ¢/, € Tg y kS € K tales que g0 ' (kX)) = kG g, es decir,
g1+ gl = g1ha -~ hy1ky gy,

De nuevo se puede cambiar krcf por qﬁ(k,cf ) € Ky, de forma que hn_1¢(k§ ) € H, por lo que existen kf_l € Ky
y h!,_, € Ty tales que h,—10(kS) = k1| h! . Es decir, el representante se puede reescribir como

H ! N
giha - gnhn = g1hy -+ k1 hy, 19,00,
Iterando sucesivamente este proceso, el representante se puede escribir como
G 111 N
ki g1hy - - - gl

la forma normal buscada para x. En caso de que en algtin paso el anterior procedimiento, se tuviera por ejemplo
gj € Kg, se tendria entonces en la nueva forma h;;llh;. Entonces, se realiza el mismo procedimiento para
h}_lh;- € H. Asi, cada elemento en GG H tiene una forma normal.

Ahora, para la unicidad, supongamos que kg1hy - - - gnhn y K gi R} - - - g}, h.,, son palabras en G * H en su
forma normal que generan la misma clase lateral en G *x H. Entonces, existe » € [V, la clausura normal en
G+ H de {gp(g7 ") | g € Kg}, tal que

Tkg1h1 ce gnhn = k,gihll o 'g;nh;’m

en G« H. Pero como hy,hl, € HY gn,q,, € G, lo anterior solo ocurre si n = m y los elementos en las
correspondientes posiciones coinciden. Es decir, h,, = hl,, y g, = g.,, y asi sucesivamente hasta hy = h, lo que
deja

rkg1 = k'g].

Pero se tiene

N = {w;  (k1g(ky 1)) wy - - wy Hksp(k 1)) ws | s € N Ky, ... ks € Kgywy -+ -ws € G* Hyej = +1},

S
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luego el tdnico elemento en N que pertenece a G es 1. Puesto que k'¢}, kg1 € G, entonces r = 1. Y ya que
g1,9; € Tg, entonces
Kak'g) = Kag) = Kag1 = Kakg,

implica g1 = ¢} y por lo tanto, ¥’ = k. Para resumir, hemos probado n = m, g1 = g}, h1 = hl,...,gn =
gh, hn = hl, y k =k, por lo que las palabras son iguales en G * H y entonces, la forma normal de cada elemento
en G xx H es Unica. O]

El anterior teorema soluciona un conocido problema en teoria de grupos conocido como el problema de la
palabra, para productos amalgamados. Este problema trata sobre como identificar si dos elementos en cualquier
grupo son iguales o no. En este caso, en el producto amalgamado habrd que buscar la forma normal de una palabra
y comparar si es igual a la forma normal de otra palabra para saber si son iguales.

Por supuesto, el procedimiento anterior se puede hacer con representantes de clases laterales izquierdas, s6lo
que la forma normal (izquierda) seria en este caso, con las condiciones de (1.2),

w = glh192h2 o gnhnk
Asi, hay unicidad en la forma normal izquierda y derecha de la palabra.

Proposicion 1.3.4. Sean G, H grupos y K =2 Kqg = Ky tales que K I Gy Ky < H. Six € G xi H tiene
formas normales izquierda y derecha

krgihy ... gnhay,
g1l - G,
entonces n = myg] = g;, hj = h; para cada 1 S j S n.

Demostracion. Puesto que Kq < G, existe k‘? € Kgtal que kg1 = g1 k‘lG En G *x H se tiene k& = d)(le)
para el isomorfismo ¢ sobre el que se construye el producto amalgamado, por lo que, en G xx H,

krgihi - gabn = q1¢(k{)hi - - gnhn,
Ya que gb(k‘f) € Kyy Ky < H, existe kI € Ky tal que gb(k‘lG)hl = h1k¥, teniendo entonces
gihaiki’ - gphy,.
Repitiendo el proceso sucesivamente, llegamos a
krgihi -+« gnhn = gihy - gnbaky!,

y por lo tanto
krgihi -+ gnbn = gihn - gnhnd ™ (k).

Se tiene entonces la forma normal izquierda y debido a su unicidad, se concluye el resultado. O

Es importante resaltar que en la forma de construir el producto libre, si G = (X | R) y H = (Y | Q) son
presentaciones de grupo para G y H de forma que X N'Y = &, entonces

G+H=(XUY|RUQ).

De manera similar, al ser el producto amalgamado un cociente del producto libre, si K estd encajado en G, H
con Kg < Gy Ky < H de forma que Kg =2 Ky = K por medio de un isomorfismo ¢: Kg — Kpg, el
correspondiente producto amalgamado tiene la siguiente presentacién.

Gsx H=(X,Y |RUQU{go(g ") : g€ Ka}).
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Ejemplo 1.3.5. Sean G1 = <a | ab = 1> yGo = <b | bt = 1>. Es posible tomar los subgrupos normales <a3>
Giy <b2> < G. Identificamos a® con b ya que ambos subgrupos tienen dos elementos, con lo que <a3 >
<b2> & 7./27. En el producto amalgamado G = G *y, /27, Ga, todo elemento tiene la forma normal

1A

a®a®ba®b - - - a®n P,
donde oy € {0,1,2}, aa,...,ap, € {1,2} y B € {0,1}.

En un producto amalgamado, G = G; *x Ga, por el teorema de la forma normal, cada g € G tiene una
expresion en forma tnica de la forma ¢ = nit 6 g = tng, donde ny,ne € N y ¢ es una palabra de letras
alternantes entre las transversales 77 y 75 de G1 y G2 en N, exceptuando al representante para la clase lateral
N. Es decir, si el conjunto de estas palabras es T'y t € T', entonces,

t= albl---anbn, (13)

donde ay,...,a, € T1,b1,...,bp—1 € To, a1 € TYU{1} y b, € ToU{1}. Cada palabra ¢ € T tiene una nocién
de longitud long(t) igual a la cantidad de letras diferentes de 1 de las transversales que la componen, definiendo
una funcién long: T — N U {0}. Por ejemplo, en (1.3), si a1,b, # 1, entonces long(t) = 2n. Si en cambio
a; = 1, entonces long(¢) = 2n — 1. Para el caso de la palabra vacia 1, definimos long(1) = 0. Como cadag € G
tiene una expresion en forma tinica como g = n1t 6 g = tng, n1,ny € N y t € T, se define long(g) = long(t).

Otra nocién que es ttil gracias a la forma normal es la de ser ciclicamente reducido. Tomando de nueva cuenta
G = G1*xny Gay g € G ensuformanormal g = kt,con k € Nyt como en (1.3), se dice que un elemento g es
ciclicamente reducido si long(g) > 2 y ademés a1,b, =16 ay, b, # 1.

Proposicion 1.3.6. Sea G = G =y G2. Cualquier elemento g € G es conjugado a un elemento ciclicamente
reducido o a un elemento de GG1 0 Gs.

Demostracion. Si g es el elemento neutro, es claro. Si g € G tiene longitud igual a 1 es de la forma nr conn € N
yr € G1 6 r € Go. En cualquiera de los casos, g € G1 6 g € G2y se tiene el resultado. Supongamos ahora que
m = long(g) > 2y el resultado se cumple para longitudes menores a m. Si G es ciclicamente reducido, se tiene
el resultado para g. Si no lo es, g es de la forma g = naibs - - byy—16m 6 ¢ = nbias - - - Ayy—1by, paran € N
y a; € (1, b; € G4 para cada <. Sin pérdida de generalidad se supone el primer caso, g = naibs « - - by—10m.-
Entonces,
(nal)flg(nal) =by- - byp_1am(nay).

Ahora, ya que N < (1, todo elemento que estd en una clase lateral izquierda de N, estd en una clase lateral
derecha de N, por lo que teniendo n € N, existen a,,, € G1y n,, € N tal que a,,n = ny,al,. Entonces

by bpm—1am(nar) = by - byp_1npmay,an,
Tras identificar las copias de N de G1 y Gs, podemos suponer ahora que N < (5. Entonces existen n,, 1 € N
y b, 4 € Go tales que by,—1n,, = nl,b),_,, es decir,
bQ cee bm_lam(nal) = bg cee nm_lbznfla;nal.
Repitiendo este proceso sucesivamente, obtenemos
—1
(na1) 'g(nai) = be - bp_1am(nay) = naby--- b, _jal a,

paraal,...,a,, € Gy, by, by, ...,b | € Gaynl € N.Puesto que a,,a; € Gy, se tiene entonces lo siguiente,
long((na1)~tg(na1)) < long(g) — 1y por hipétesis es conjugado a un elemento de G; 6 G2 o a un elemento
ciclicamente reducido, lo que a su vez implica lo mismo para g. Por induccién matematica, se tiene entonces el

resultado. O
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Proposicion 1.3.7. Sean G = Gy xy G2y g € G. Si g es un elemento de torsion, entonces es un conjugado de
un elemento de torsion de G1 6 Go.

Demostracion. Sih € G esun elemento ciclicamente reducido, sin pérdida de generalidad h = na1b; . .. ambm,
paran € Nyai,...,am € Gy, b1,...,by, € Go, cada uno en un transversal derecho de G; 6 G2 sobre NV,
respectivamente, y todos diferentes de 1. Entonces

h? = (najby - - - ambp) (naby - - - amby,).

Como by, es un representante de una clase lateral derecha distinta de IV, entonces existe b),, en el transversal
derecho de G, diferente de 1 tal que by,n = ng b, es decir,

h? = naiby - - ~amn2,mb'ma1b1 < A b,
Sucesivamente se repite el proceso y se tiene
h% =n/d\by - -al b aiby - ambm,

r € Gr, by, ... b, € Gy son transversales derechos distintos de 1. Por lo tanto,
long(h?) = 2long(h). Igualmente se verfa long(h") = rlong(h), para cada r € N, por lo que h" # 1 para cada
reN.

Ahora, si g es conjugado de f € G, entonces existe k € G tal que f = kgk~!. Si g" = 1 para cierto r € Z,
entonces

donde n’ € Nyadl,...,a

fr=(kgk™") =kg"k™" = 1.

Por la proposicion anterior, g es conjugado a un elemento ciclicamente reducido o a un elemento de GG; o de
(2. Pero ya que los elementos ciclicamente reducidos no son de torsion, este caso no es posible. Debe suceder
entonces, g = k' fk,con f € G1 6 f € Go. Yaque g # 1, también f # 1y por lo visto antes, ya que g es de
torsion, f es de torsidn, lo que completa el resultado. 0

Corolario 1.3.8. Si G1 y G2 son libres de torsiony N < G1, G, entonces G1 xn G es libre de torsion.

1.4 Anillos

Los anillos aparecieron originalmente como una generalizacién de los nimeros enteros. Sin embargo, en
ocasiones existe cierta discrepancia en su definicidn exacta, pues se suelen definir de acuerdo a los puntos con-
venientes de cada autor. En este texto, se usa la siguiente definicion.

Definicién 1.4.1. Un anillo es una terna (R, +,-), donde R es un conjunto no vacio 'y +,- son operaciones
binarias en R de manera que (R, +) es un grupo abeliano, y las siguientes propiedades se cumplen.

wr-(s-t)=(r-s)-t,paracadar,s,t € R,
m FExistel € Rnocerotalquel-r=r-1=r, paracadar € R,
wr-(s+t)=r-s+r-ty(s+t)-r=s-r+t-r paracadar,s,t € R.
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Si no hay ambigiiedad, la terna (R, +,-) se denota simplemente como R y la operacion a - b se denota
simplemente como ab. También es importante aclarar que el neutro aditivo de (R, +) se denota 0. Si ab = ba
paracada a,b € R, se dice que R es un anillo conmutativo.

En algunos textos, la segunda condicién se omite y se reserva para los anillos con elemento unitario, cuya
definicién es justo la que se dio antes para anillo. Aqui parece favorable considerar que los anillos tienen este
elemento unitario, principalmente en orientacidn a los anillos de grupo que se verédn a lo largo del texto.

Ya que un anillo R es un grupo bajo la operacién suma, R hereda los resultados ya conocidos sobre grupos
bajo esta operacion, lo relevante entonces en un anillo es el anélisis de la operacién producto y la conexioén que
hay entre las dos operaciones.

Un caso particular relevante de anillo, son los campos. En general, un anillo /& es un campo si sus elementos
diferentes de cero forman un grupo abeliano bajo la operacién producto. En un anillo R cualquiera, si un elemento
tiene inverso se dice que el elemento es una unidad en R. Es decir, si € R es tal que existe s € R que cumple
rs = sr = 1, entonces se dice que r es una unidad en R. Para cada n € N se hace la siguiente identificacion:

n=1+1+--+1.
N——
n VECES

Si existe n € N tal que n = 0 en R, se define la caracteristica de R como char(R) = min{n € N | n = 0}. Si
no existe tal n, se dice que la caracteristica de R es cero y se denota char(R) = 0.

Proposicion 1.4.2. Sea R un anillo conmutativo de caracteristica un niimero primo p. Si a,b € R, entonces,
(a +b)P =aP 4+ V.

Demostracion. El teorema del binomio es vélido en general para anillos conmutativos, por lo que se puede
escribir la potencia del binomio en la forma

(a+b)P = i (i) aPFpF,

k=0

Sil < k < p, entonces k,p — k < p, por lo que al ser p un nimero primo, p no divide a k! ni a (p — k)!. Asi, en

la siguiente expresion
py___ P
k kl(p— k)

no puede ser cancelado p, por lo que <p> es un multiplo de p. Ya que R es un anillo de caracteristica p, entonces

k
(i) = 0y por lo tanto,

p p—1
(a+b)P = Z (Z)ap_kbk = ap—i-bp—i-z <]]:>ap_kb’C =a’ + 0’ +0=a"+ 0P,
k=0 k=1

que es el resultado deseado. O

Si un subconjunto S de R es un anillo bajo las mismas operaciones de R, se dice que S es un subanillo de
R. Si I es un subconjunto de R que es un subgrupo bajo la operacién suma y ademads, ri € I (ir € I) para cada
r € R,i € I, se dice que I es un ideal izquierdo (derecho) de R. Si I es un ideal derecho e izquierdo, se dice
simplemente que / es un ideal de R. Un ideal I # R es maximal en R si siempre que existe un ideal J tal que
I CJCR,entonces, J =16J =R.

TOPICOS DE GRUPOS Y ANILLOS
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Proposicion 1.4.3. Si [ es un ideal de R, el cociente R/I de grupos, es un anillo con las operaciones

I+r)+UT+s)=1+(r+s),
(I+r)I+s)=1+rs.

Proposicion 1.4.4. Si A es una coleccion de ideales en R, entonces NA es un ideal en R.

Uno de los principales problemas que suelen surgir en la teoria de anillos, tiene que ver con los divisores,
principalmente de cero, en un anillo R. Un elemento r # 0 es un divisor de cero si existe s € R distinto de cero
tal que s = 0 6 sr = 0. Se descarta el caso r = 0, pues de hecho, si s € R, entonces 0s = (0 + 0)s = 0s + Os,
lo cual implica 0 = 0s y andlogamente, s0 = 0. Si r # 0 no es divisor de cero, se dice que r es un elemento
regular en Ry si R no tiene divisores de cero, se dice que R es un dominio entero.

Como observacion importante, todo campo es un dominio entero, pues si 7s = 0, con r # 0, entonces
0 = 7710 = r s = 5. Dicho comportamiento no se cumple en cualquier anillo.

Definicion 1.4.5. Un anillo R es primo si para cualesquiera r,s € R distintos de cero, existe t € R tal que
rts # 0.

En ocasiones, la definicién de anillo primo aparece en términos de ideales. Para ello, primero se define que
un ideal primo / en R es aquel tal que si A, B son ideales en R tales que AB C I, entonces A C 16 B C .

Proposicion 1.4.6. Un anillo R es primo si'y sélo si {0} es un ideal primo.

Demostracion. Supongamos que R no es primo. Entonces existen 7, s € R distintos de cero tales que rRs =
{0}. Los conjuntos RrR y RsR, de sumas finitas de elementos de la forma xry y wsz con z,y,w,z € R
respectivamente, son ideales. Pero sia € RrRy b € RsR, entonces

ab = (Z am’az) (Z bjlsbj> = Z Z ail(raibjls)bj = Z ail(O)bj = 0,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde {a; };q, {ai}iy, {bj}q, {bj}jL; € R.Porloque RrR- RsR = {0}. Peror € RrRy s € RsR son
distintos de cero, asi que estos ideales no son triviales y por lo tanto {0} no es ideal primo.

Supongamos que {0} no es ideal primo. Entonces existen ideales A, B # {0} tales que AB = {0}. En
particular, ARB C AB = {0}, porlo que sia € A, b € B son distintos de cero (existen tales elementos porque
A, B # {0}), entonces arb = 0 para cada r € R. Es decir, R no es primo. O

Ejemplo 1.4.7. El ejemplo mdas cldsico de anillo es el conjunto 7 de los niimeros enteros, el cual es un anillo
conmutativo con las operaciones habituales. En el caso de 7., todos sus ideales son de la forma nZ con n entero
no negativo, y sus ideales primos son 0Z, Z e ideales de la forma pZ para niimeros primos p.

Para cadan > 2, el cociente de 7 con algiin ideal nZ, denotado por Z/nZ, es un anillo conocido como los
enteros moédulo n. Si n es un niimero primo, Z./nZ es un campo conocido como el campo finito con n elementos
y se denota F,.

Definicion 1.4.8. Sea R un anillo. Un R—médulo M es un grupo abeliano, bajo la operacion +, tal que existe
un producto M x R — M, (m,r) — mr que cumple lo siguiente.

» (m1+ma)r = myr + mar, para cadar € Ry my,mg € M.

» m(ry + r2) = mry + mre, para cadary,ro € Rym € M.
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» (mr1)re = m(rire), para cada ri,r9 € Rym € M.
= m = ml, para cadam € M.

Como observacion importante, en realidad todo anillo R es un R—mddulo con la operacién dada por mul-
tiplicar. Un submédulo N de M es un subconjunto de M que es médulo con las mismas operaciones de M.
Si N es un submédulo de M, entonces el cociente de grupos M /N es de nuevo un médulo. Si M, N son
R—modulos, una funcén ¢: M — N es un homomorfismo de médulos si es un homomorfismo de grupos
y cumple ¢(mr) = ¢(m)r, paracadar € Ry m € M. Si ¢ es biyectiva, se dice que M y N son isomorfos.

TOPICOS DE GRUPOS Y ANILLOS
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2 EL ANILLO DE GRUPO

En el estudio de la teoria de grupos aparecen diversos sistemas que ayudan con el estudio de los grupos.
Algunos por ejemplo, intentan ver la estructura simple de grupo en alguna otra que se ha estudiado con mds
detalle.

El anillo de grupo precisamente es un anillo que se obtiene a partir de un grupo, donde este grupo queda
encajado en el grupo de unidades. Diversas propiedades se estudian sobre esta estructura. En este capitulo se
define precisamente la nocién de anillo de grupo y se presentan diversas propiedades que el anillo de grupo
satisface de acuerdo al grupo sobre el que se construye.

2.1 Definicién

Sea GG un grupo y R un anillo. A cada elemento g € G se le asocia un tnico 4, € R, de tal manera que solo
finitos elementos 7, sean diferentes de cero. Se toman entonces las sumas formales

r=> 9. @2.1)

geG

Sea RG el conjunto de las sumas formales definidas anteriormente, se dice entonces que RG es un anillo de
grupo. En efecto, RG es un anillo si se definen las operaciones suma y producto de la siguiente manera:

27“99 + ngg :Z(Tg+sg)9,

geG geG geG
S g | 3 s z(z) S rysaloh)
geG geG geG \heG g,heG

Normalmente, tanto el elemento neutro de G, como el elemento neutro multiplicativo de R se denotan por
1y se identifica g = 1g paracada g € Gy r = rl paracada r € R. También, en (2.1) se omite escribir los
sumandos 74g tales que r, = 0y el elemento en RG tal que todas sus entradas son cero,

> 0g,

geG

se denota simplemente como 0.
También es importante aclarar que RG puede ser visto como lo que se conoce como un R-mdédulo libre,
con generadores igual al conjunto GG. Desde este punto de vista, los elementos del grupo GG son linealmente

EL ANILLO DE GRUPO
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independientes, es decir, forman una base. Para mas informacion sobre esto, se puede consultar principalmente
[29] y [30].

De hecho, la suma y el producto se comportan de la forma agradable que se esperaria que se comportaran,
como si cada elemento de RG fuera un polinomio sobre R y las variables fueran los elementos del grupo, dejando
conmutar los elementos del anillo R con los elementos del grupo G. Ademads, con las identificaciones anteriores,
se tiene que R es un subanillo de RG y G se sigue comportando de la misma manera con la operacion de
multiplicacién de RG.

Ejemplo 2.1.1. Sea G = (b | b> = 1). Entonces se tiene que FoG = {0,1,b,1 + b}. Las operaciones suma y
producto estdn dadas por las siguientes tablas.

. 0 1 b 1+b + 0 1 b 1+0
0 0 0 0 0 0 0 1 b 1+0
1 0 1 b 140 1 1 0 1+b b
b 0 b 1 140 b b 1+0 0 1
14610 14+b 140 0 1+b6|14+0b b 1 0

Ejemplo 2.1.2. Como se mencioné antes, las operaciones se comportan andlogamente a como se comportan
en un anillo de polinomios. De hecho, pueden ser vistos como un caso particular, pues si (x) es el grupo libre
generado por x, entonces el anillo de polinomios 7[x] puede ser inyectado dentro de Z(x) y las operaciones
coinciden.

Ejemplo 2.1.3. En general, para cualquier grupo G, el anillo FoG es el conjunto de sumas finitas formales de
los elementos del grupo, con la condicion de que g + g = 0 para cada g € G.

Otra manera de ver el anillo de grupo es verlo como un conjunto de funciones. Es decir, para R un anillo y
G un grupo, se considera el conjunto R de funciones de G a R y se define sop: R® — P(G), donde P(G) es
el conjunto potencia de G, como
sop(r) ={g € G|r(g) #0}.

Entonces
RG = {r € RY | |sop(r)| < oo}.

Ver el anillo de grupo de esta forma permite darle otra perspectiva al anillo de grupo. En este caso, si 7, s €
RG, entonces las operaciones definidas antes pueden verse como las funciones r + s,rs € RG tales que

(r+s)(g) =r(9) +s(g9), Vgeaq,

(rs)(g) = > _r(h)s(h™'g), VgeG.
hed

Bajo esta forma de ver el anillo de grupo, habria que verificar que en efecto, 7+ s y rs son tales que |sop(r +
s)|, [sop(rs)| < oo. Es claro que sélo una cantidad finita de elementos g € G (méximo |sop(r)|+ [sop(s)|) no
satisfacen r(g) = s(g) = 0, que implica (r + s)(g) = 0. Aunque un poco mds complicado, también es posible
ver que s6lo una cantidad finita de elementos g € G (mdximo [sop(r)||sop(s)|) no satisfacen que siempre que
ab = g para algunos a,b € G, entonces, r(a) = 0 6 s(b) = 0. Y si g satisface esto, entonces para cada h € G,
h-h~tg = gy porlo tanto, 7(h) = 0 6 s(h~'g) = 0. En cualquier caso, (rs)(g) = 0.

En la notacién de (2.1), simplemente se consideraria en este caso r(g) = 4 y las operaciones funcionan de
la misma manera. En realidad, muchas veces se utilizan expresiones del tipo r1g + r2g € RG con 11,12 € R,
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pero siempre es posible llevarlas a una forma mas adecuada, sin repeticiones en los elementos de GG, en este
caso, r1g + reg = (r1 + ro)g. Esta forma serd la que se usard como estdndar, pero cuando sea ttil, también serd
utilizada la otra forma.

La funcién sop usada antes se llama soporte. Para cada r € RG, se pronuncia sop(r) como el soporte de r
y en la forma (2.1), se puede reescribir como

sop(r) :=={g € G | ry # 0}.

2.2 Funciones Basicas

En el estudio de los anillos de grupo, hay ciertas funciones relevantes que ayudan en el entendimiento del
comportamiento de estas estructuras a partir de los grupos y/o anillos de los que se forman. En esta seccion, se
desarrollan propiedades, principalmente vistas en [6] y [26]. Si G es un grupo y R un anillo, se denota por L(G)
al conjunto de subgrupos de G y por L,.(R) al conjunto de ideales derechos de R.

Definicion 2.2.1. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y R un anillo. Se definen las siguientes funciones.

a) w: L(G) = Ly(RG) como w(H) = {1 — h | h € H}RG, es decir, el ideal derecho generado por
{1-h|heH}

b) Q: L.(RG) = L(G) como QI) ={h € G |1—heT}.
¢) w1t Lo(R) = Ly(RG) como wi (I) = I(RG).

d) Q: L.(RG) — Ly(R) como Qy(I) = INR.

¢) é: RG — R(G/H) como 651 (Y rg9) = Xy Hy.

P ¢1: RG = (R/D)G como p1(Yryg) = S(I +74)g.

g) mi: RG — RH como (Y e m99) = Yger To9-

h) e: RG — R como e(Xr49) = S,

Es importante aclarar que en la anterior definicién, la funcién {2 estd bien definida, es decir, que si I es un ideal
derecho en RG, entonces {h € G | 1 — h € I} es un subgrupo de G. Lo anterior se probard en la Proposicion
2.2.2. Ademds, como GG/ H se toma solo el conjunto de clases laterales derechas de H en G y se le da estructura
de grupo sélo si H es normal en G. En ese caso, R(G/H) es simplemente el R-médulo libre con base G/ H, y
es un anillo de grupo si y sélo si G/H es un grupo.

Proposicion 2.2.2. Si I es un ideal derecho en RG, entonces, (1) es un subgrupo de G.
Demostracion. Sean g, g’ € Q(I). Entonces
l—g7ld=1-9g7" +g97 g —g'=(1-9)(~97'd) +(1—-g) el

yaque 1 — g,1 — ¢’ son elementos del ideal derecho I. Asi, g~'¢’ € Q(I). Ademss, 1 —1 = 0 € I, luego
1 € w([). Entonces () es no vacio y por lo tanto, £2(I) es subgrupo de G. O

EL ANILLO DE GRUPO
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Proposicién 2.2.3. Sea G un grupo y H < G. Entonces ¢prr: RG — R(G/H) es un R-homomorfismo y
ker(¢m) = w(H).

Demostracion. Se tiene que si o € R,

bu (Z T9g + angg) = ¢u (Z(rg + asg)g)
= (rg+asy)Hg
=> rgHg+ay syHg
= én (Z ng> + agpn (Z Sgg> ;

cumpliendo asi con ser ¢ ;7 un R-homomorfismo. Ahora bien, si h € H, g € G, entonces

¢u((1—h)g) = éu(h) — ¢u(hg) = Hg— Hhg = Hg — Hg = 0.

Si 2z € wH, entonces por definicién 2 = > r(;_p)4(1 — h)g para algunos h € H'y g € G. Por lo tanto, de lo
anterior, o7 (2) = ¢ (D r(1-n)g(1 — h)g) = 0, es decir, wH C ker(¢pr). Sea ahora z € ker(¢p), entonces

0=0¢u(z)=on (Z ng) = ngHg.

Sea K un conjunto de representantes de clases laterales de G/ H, entonces

0=aou(r) :ZTgHg: Z (Z Thg> Hg.

geK \heH

Puesto que se eligié un solo representante para cada clase y las clases son linealmente independientes entre si, lo
anterior sucede si y sélo si

ZTthO Vg € K.
heH

Asi,
geK \heH
= Z <Z rhghg — O)
€K \heH
= Z (Z Thghg - Z Thgg>
geK \heH heH
= Z D (1= h)(~rngg) € w(H),
€K heH
lo que implica ker(¢r) C w(H) y por lo tanto, ker(¢p) = w(H). O

Proposicion 2.2.4. Para un anillo de grupo RG'y H < G, se tiene g € H siy sélo si 1 — g € w(H).
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Demostracion. Por definicion, si ¢ € H, entonces 1 — g € w(H). Mediante la contrarreciproca, si g ¢ H,

entonces, ¢y (1 —g) = H— Hg # 0, porloque 1 — g ¢ ker(¢p) = w(H).

Proposicién 2.2.5. Sea G un grupoy H < G. Entonces w(H) es un ideal si 'y solo si H es normal en G.

Demostracion. Supongamos que H es normal. Cada elemento ¢ € w(H ) puede ser escrito como

t:Z (1_h)zrh,gg )

heH geG

por lo que si s € RG,

st = Z 5¢9 Z <(1 — h) Z T‘h7kk3> = Z Z 9(1 - h) Z SgT‘h,k:k?.

e heH keG geG heH keG

O

Notemos que g(1—h) = g—gh = g—ghg 19 = (1—ghg!)g, donde ghg~—! € H por ser H normal. Entonces

st = Z Z g(1—h) Z SgTh ik = Z Z (1—ghg™) Z Sqrhkgk € w(H),

geG heH keG geG heH keG

ya que por definicién w(H) es ideal derecho. De lo anterior, también es ideal izquierdo y entonces es un ideal.

Siw(H) es unideal, dados h € H y g € G, se tiene
1—g thg=g'h(1 —h™")(~g) € w(H).

Entonces g~ 'hg € H por la proposicién anterior, y por lo tanto, H es normal en G.

Proposicion 2.2.6. Sea R un anillo e I un ideal derecho de R. Entonces py es un homomorfismo de anillos y

ker(¢r) = wi(1).

O]

Demostracion. Para cadar € RG, se tiene (1) = 0 si y s6lo si cada una de sus entradas es cero en R/1, esto

es,si I 4+ ry = I para cada g € G. Pero esto es equivalente a decir que r, € I paracada g € G'y por lo tanto

ker(or) = {r € RG | rqy € I,Yg € G}.
Por otro lado, I es un ideal derecho de R, por lo que s = I para cada s € R. Entonces
wi(l) ={r e RG |ry € 1,VYg € G},

lo que implica que ker(¢r) = wi ().

O]

Si H es un subgrupo normal de G, entonces G/H tiene una estructura de grupo, por lo que R(G/H) es
de hecho un anillo de grupo. Mds atin, por su definicion, ¢y es una funcién sobreyectiva y por la Proposicién
2.2.3 tiene nucleo igual a wH, andlogamente y por la proposicién anterior, ¢y es una funcidn sobreyectiva y con

niicleo igual a w; (I). Entonces, por el primer teorema de isomorfismo se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.7. Sea G un grupo y R un anillo.
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= Si H es un subgrupo normal de G,

R(G/H) = RG/ker(¢p) = (RG)/w(H).

n Si [ es un ideal derecho de R,

(R/I)G = RG/ ker(p;) = (RG) fuw1(1).

El anterior es un resultado relevante, pues dice que hacer cocientes sobre el anillo o grupo original, da como
resultado también cocientes del anillo de grupo.

La funcidn ¢ de la definicion 2.2.1 es normalmente llamada funcién de aumentacion y es relevante para el
estudio de los anillos de grupo. Denotaremos Z := ker(e). De hecho, por la siguiente proposicién y la Proposicién
2.2.5, se tiene que Z es un ideal, llamado normalmente ideal de aumentacién.

Proposicion 2.2.8. Para todo anillo de grupo RG, se cumple T = w(G).

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.3, se tiene w(G) = ker(¢¢). Entonces, si r € w(G),

0= o¢a(r) = dg <Z rgg> = ngGg = ngG,
0= ng =e(r),

lo cual sélo es posible si

porloque r € Z. Sir € Z, entonces

r=2 rg =) rs(l=1+g9)=> rg=> rl—g)=e(r) =D ry(l-yg)
=— ng(l —g) € w(Q).
como queriamos probar. O
Gracias a la definicion de soporte, es posible ver que si H < GGy R es un anillo, entonces
RH = {r € RG | sop(r) C H}.
Ademas, observando c6mo se ve un subgrupo H de G en el anillo de grupo, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.9. Sea H un subgrupo de G y sean r,s € RG, t € RH. Entonces se cumplen las siguientes
tres propiedades.

a) tg(ar+s) = ang(r) + 7y (s), para todo o € R.
b) mg(tr) =trg(r).
c) g (rt) = mg(r)t.

Demostracion. Es posible separar r, s de maneraque r = 7y (r)+r1y s = mg(s)+s; paraalgunos ri, s € RG
tales que sop(r1) N H = sop(s1) N H = &. De esta manera,

ar+s=a(rg(r)+r1)+ (ta(s) + s1) = (arg(r) + 7u(s)) +r1 + s1,
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donde sop(r1 + s1) N H = @ y por lo tanto,
ma(ar +s) = arg(r) + mu(s).

Ahora bien, como antes sear = mg(r)+r conry € RG tal que sop(r1)NH = &. Entonces tr = tmp(r)+
tr1. Yaque t, 7y (r) € RH, por la estructura de anillo de RH, se tiene que t7y () € RH. Ahora, si ocurriera
sop(tr1) N H # @, entonces existirfaun h € Hy g € G\H tal que hg € H y por lo tanto, g € h"'H = H,
una contradiccion. Asi, sop(tr1) N H = @y my(tr) = twy(r). Andlogamente, wp (rt) = mg(r)t. O

Proposicion 2.2.10. Sea H un subgrupo de G y r € RH. Entonces,
a) r es invertible en RH siy solo si es invertible en RG.
b) r es divisor de cero en RH siy solo si es divisor de cero en RG.

Demostracion. Se tiene que RH C RG, por lo que si un elemento es invertible o divisor de cero en RH, lo serd
en RG. Supongamos que r es invertible en RG. Entonces, existe 7! € RG tal que rr~! = r~1r = 1. Por la
proposicion anterior se tiene

rrp(r=t) = mp () = (1) = 1=y (1) = 7p(r~'r) = 7 (0

Asi, mg(r~1) es el inverso de 7 en RH.

Abhora, si r es divisor de cero en RG, existe s € RG con s # 0 tal que s = 0. Sea g € sop(s), el cual es no
vacio ya que s # 0. Entonces 1 € sop(sg~!) y por lo tanto, g (sg~!) # 0. Ahora 7 (sg~!) € RH, pero por
la proposicién anterior,

rrp(sg™t) = mu(rsg ') = mu(0g~") = 7 (0) = 0,

completando el resultado. O

2.3 Primicidad

Esta seccion sirve para dar a conocer un resultado que caracteriza los anillos de grupo primos sobre anillos
conmutativos. El resultado principal de esta seccién hace un gran uso de indices de un grupo con respecto a un
subgrupo. Por ello, comenzamos primero con una proposicién preliminar para hablar sobre ellos.

Proposicion 2.3.1. Sea G un grupoy Hy, ..., H, < G.

n
a) Sipara cadal <1i <mn, setiene [G : H;] < oo, entonces [G N HZ] < 0.
i=1

b) Si existe un niimero finito de elementos {gi;}i; C G tales que

G= UHigij, (2.2)

]
entonces |G : H;| < oo para algiin i.

Demostracion. Veamos cada una de las dos propiedades por separado.
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a)

b)

n
Sea H = () H;.Paracada g € G, se tiene
=1

1

Hg=HigNHygN...N Hyg,
de donde, a lo mds, puede haber el producto de la cantidad de clases laterales de cada H;, es decir,

[G:H|<[G:H]|G: Hy]---[G: Hy] < .

Si n = 1, existe un subconjunto de los elementos {g;;}, que es un conjunto de representantes de clases
laterales de H en G. Por lo tanto, [G : H;] < oo.

Supongamos que n > 2y el resultado es cierto para 1 < ¢ < n — 1. Si en la unién (2.2), estdn todas las
clases laterales de H,, en G, entonces [G : Hy] < co. En otro caso, existe g € G tal que H,gNHy,gn; = &
para cada j. Pero ya que
H,gCG= UHigija
/L'7j
entonces
Hyng C U H;gij.
i#n,j

Pero en este caso, para cada [ correspondiente se cumple

Hngnl = Hng(g_lgnl) C U Higij(g_lgnl)a

Z#”?]
por lo que
G=JHg; < (U U Higij(¢ 7 o) | U | U Higis | €G-
4,3 I i#n,j i#n,j
Es decir,
¢=\U U Hgilg g || U Higij |,
I i#n, i#n,j

por lo que G se puede representar como union finita de clases laterales (como conjuntos) de Hy, ..., H,_1,
lo que implica que [G : H;| < oo para algin i. Asi, por induccion se tiene el resultado. 0

Recordemos que el centro Z(G) de un grupo G es el subgrupo de elementos que conmutan con todos los

elementos del grupo, es decir,

Z(G)={9€ G| gh=hgVh e G}.

Ademas, el subgrupo conmutador (o grupo derivado), G, es el subgrupo generado por los conmutadores de G
(elementos de la forma ghg~'h~! para g, h € @), es decir,

G = <{ghgilh71 | g,h € G}>

El grupo conmutador es normal y es el subgrupo normal H més pequefio tal que G/ H es abeliano. Aunque aqui
no se desarrollan estos conceptos, se pueden encontrar en las Secciones 2.5 y 3.1 de [31].
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Proposicion 2.3.2. Sea G un grupo tal que [G : Z(G)] < oc. Entonces G’ es finito.

Demostracion. Paracada g, h € G, sea [g, h] = ghg~'h~!. Entonces

[g, k]! = (ghg™'h™")! [h, gl

es decir, los inversos de los conmutadores son conmutadores, por lo que G’ es el conjunto de multiplicaciones
finitas de conmutadores.

Sean =[G : Z(G)] = |G/Z(G)| y sean g1, ..., gn € G representantes de las clases laterales de G/Z(G).
Si g, h, € G, entonces g = 21g;, h = 229, para algunos i, j y z1, 22 € Z(G), por lo que

= hgh_lg_1 =

l9,h] = ghg™'h™" = (219:)(2295) (219)) " (2205) " = 219i22959; 21 g5 25
Pero ya que 21, 22 € Z(G), se cumple
[9,h] = z19i22959, ' 21 95 ' 20 ' = gigier gy (mm ) (2225 ') = gigigs eyt = lgi 5]

Es decir, G’ es el conjunto de multiplicaciones finitas de los conmutadores de g1, . .., g, (que son a lo mas n?

conmutadores). Ahora bien, si u € G es el producto de m de estos conmutadores © = ¢ - - ¢,, y m > n3, ya
que hay a lo mds n? conmutadores, debe haber al menos un conmutador [g;, gj] que aparezca al menos n + 1
veces. Pero para cada g, h € G, si ¢ = [g;, g, se tiene

9, 1)1gi, 9] = e (g, Bllgi, 951 = [gi- g5)c g, hle = [927 gileHghg™thY)e
= [gi 951(c ™ ge) (¢ The) (e g e) (¢ ) 2.3)
= [gza gj] [C_lgcv c 1hC]7
por lo que reiterando este procedimiento, se puede reescribir u = [g;, g;]" "¢} - - - ¢,,_,,_, para algunos conmu-
tadores ¢}, ...,c. . 1. Asuvez,yaque |G/Z(G)| =n,en G/Z(G) se cumple

2(G) = (Z2(G)gi, 9:)" = Z(G)lgi, 951",

por lo que [g;, g;]" € Z(G). Asi,

96, 91" = [9i, 931" 95959, ' 95" = 9ilgi 951" 9597 95"
= gil9i, 91" (91959, g] Ngigita; !
= gilgi- 95" ' 99,9, ;"
= gilgi 951" (g7 91)919]92 gJ
= gilgi 9" ' 9; ' 97 959, 29!
= gilgi 9" g [gfygj]
= [9i(9:)9; ,gi(gj)gfl]”_l[gf,gj]
= [9i9i9j9; 1" 197 95]

donde el conjugado se “introduce” en el conmutador de manera andloga a como en (2.3). Asi,

1
]nJr 1 ’ C;nfn

u =g, 9;

1 = 1969959, ]

nfl[g?’ gj]cll T C/mfnflﬂ
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por lo que w es producto de (n — 1) + 1+ (m —n — 1) = m — 1 conmutadores. Realizando el proceso anterior
repetidamente mientras la cantidad de multiplicaciones sea mayor a n3, se llega a que u puede ser expresado
como multiplicacién de a lo mds n3 conmutadores.

Asi, como G’ es el conjunto de multiplicaciones finitas de conmutadores, cada elemento de G’ puede ser
expresado como una multiplicacién de a lo mas n3 conmutadores. Ya que hay a lo mas n? conmutadores, |G’| <
(n2)™”, obteniendo asf el resultado. O

Las siguientes definiciones seran muy Ttiles para el resultado principal de esta seccién junto con la Propo-
sicién 2.3.1, sobre todo mediante las Proposicion 2.3.3, para la cual es importante la proposicién anterior. Sea
ahora

A(G) ={g e GG :Ca(g)] < oo}

Equivalentemente, A(G) es el subconjunto de G de los elementos que tienen una cantidad finita de conjugados.
A su vez, sea
AT(G) ={g€ G |[G: Ca(g)] < o0y o(g) < oo}

Proposicion 2.3.3. Sea G un grupo.

a) A(G),AT(G) QG

b) AT(G) QA(G)y A(G)/AT(G) es abeliano y libre de torsion.

c) A1(GQ) = 1siy sdlo si G no tiene subgrupos finitos normales no triviales.
Demostracion. Lo probamos inciso a inciso.

a) Seanx,y € A(G)y g € G. Se tiene

1

_ _ _ _ _ _ _ —1
g vy lg=g 'egg ly g =g 29 (97 yg)

por lo que cada conjugado de zy~! es un miiltiplo de un conjugado de z y un inverso de un conjugado de

y. Entonces |G/Cq(zy™1)| < |G/Cq(x)||G/Ca(y)| < oo, porlo que zy~t € 6(G) y A(G) < G.

Seang,h € AT(G)y H = (g, h). Yaque Ci;(h), Cz(g) son el conjunto de elementos en G que conmutan
con h, g, respectivamente y g, h generan a H, entonces

Z(H) = H N Cg(g) N Ca(h).

Ya que g,h € AT(G), por definicién, [G : Cs(g)],[G : Ca(h)] < ooy por la Proposicién 2.3.1, se
cumple [G : Cg(g) N Cg(h)] < oo, por lo cual,

00 > [G: Cq(9) N Ce(h)] > [H : HN Ca(g9) N Ca(h)] = [H : Z(H)].

Entonces, por la Proposicién 2.3.2, obtenemos que H' es finito. Ademds, H/H' es un grupo abeliano con
dos generadores de torsién, por lo que H/H' estd encajado en (Z/o(g)Z) @ (Z/o(h)Z). En particular,
H/H' es finito. Puesto que H/H'y H' son finitos, entonces H es finito y por lo tanto, gh~! € (g, h) es
de torsion, lo que implica que gh~! € AT (G). Asi probamos que AT (G) < G.

Sean g € Gy z € A(G). Paracada h € G, se tiene
h(geg™")h™" = (hg)z(hg) ™",
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por lo que todo conjugado de gzg~! define un conjugado de x, y ya que € A(G) tiene un niimero finito
de conjugados, grg~' también debe tener un nimero finito de conjugados. Es decir, grg~! € A(G), lo
cual muestra que A(G) < G. Ademds, si 2" = 1, se cumple (gxg~ )" = gz"g~! = g9~ = 1, con lo
que grg~! € AT(G). Es decir, AT(G) < G.

AT(G) < A(G)y AT(G) <G, por lo que AT (G) < A(G). De hecho, AT (G) consiste en los elementos
de A(G) que son de torsién, lo que implica que A1 (G)/A(G) es libre de torsion.

Sean g, h € A(G). De manera andloga al anterior inciso, si H = (g, h), entonces H' es finito. En particular,
ghg~'h~! € H es de torsién, por lo que ghg~'h~! € A*(G) paracada g, h € A(G). Asi que A(G)' C
AT (Q) y por lo tanto A(G)/A™(G) es abeliano, completando el inciso.

Supongamos que AT (G) = 1. Sea H un subgrupo finito normal de Gy h € H. Por ser H normal, para
cada g € G, se cumple g~'hg € H, porlo que alo m4s hay | H| conjugados de h en G. Es decir, h € A(G),
pero ya que h pertenece a un grupo finito, es de torsion, lo que implica h € AT (G) y asu vez, H = 1.

Supongamos que AT(G) # 1y seag; € AT(G) no trivial. Por definicién, existe solo un nimero finito
de conjugados de ¢; en G, digamos g9, . .., gn. Sea H = (g1, 92, ..., gn). Yaque
Z(H)=HnNCg(g1)N...NCeq(gn),

de manera andloga a la demostracién del inciso a, siendo g1, ..., g, € AT (G), podemos llegar a que H
es finito. Ahora bien, sea h € H y x € G. Por definicién de H, existen i1, .. ., ,, tales que
h = 9i19i2 " Giny»
de donde
e ha = 2791 Gi i )T = (27 g 2) (27 gip) -+ (27 gi,, ).

Ya que cada g;, es conjugado de g1, 2~ 1g;, = es conjugado de g1, por lo que :z:_lgik:r € H paracada k. Es
decir,
e he = (27 g, x) (a gpx) - (27 bgs, ) € H,

porlo que H < G. Asi, yaque 1 # g; € H, concluimos que H es un subgrupo finito normal no trivial de
G, lo que completa el inciso.

O

Volviendo ahora con los anillos y hacia el resultado principal de esta seccidn, recordemos que un anillo primo

Res aquel en el que para cualesquierar, s € R distintos de cero, existe o € R tal que ras # 0. Equivalentemente,
rRs # {0}. En el caso de los anillos conmutativos, si r, s en el anillo son tales que s = 0, entonces, para cada ¢
en el anillo, rts = rst = 0t = 0, por lo que de hecho, si R es un anillo con divisores de cero (distintos de cero),
entonces debe ser no primo. En este sentido se tiene la tltima proposicién preliminar.

Proposicion 2.3.4. Sea R un anillo primo conmutativo y G un grupo libre de torsion abeliano. Entonces RG no
tiene divisores de cero.

Demostracion. Seanr,s € RG distintos de cero, con lo cual sop(r),sop(s) # &. Sea entonces

H = (sop(r) Usop(s)) .
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Ya que H es un grupo abeliano finitamente generado, por el teorema fundamental de grupos abelianos finitamente

generados (Teorema 10.20 de [31]), es la suma directa de una familia finita { Z;}" ; de grupos ciclicos infinitos.

Definimos un orden en @) _, Zr = @)_, (zx) como sigue. Dados dos elementos a = (27", 252, ...,2%") y

b= (zfl,zé’?, ..., 25, diremos que a < bsi (ay,...,a,) < (b1,...,b,) en el orden lexicogréfico. Es decir,

’rn
a; < by 6a; = by yaz < by, y asi sucesivamente hasta n. Sea w, = maxsop(r) y ws = max sop(s). Dados

wy € sop(r) y wy € sop(s), si se cumple w, > wi, también se tiene w,ws; > wiwy. Lo mismo ocurre si
ws > wy. Es decir, w,ws # wjwe para cada w; € sop(r), wy € sop(s) tal que w; # w, 0 we # ws. Por lo
tanto, si

r = uw, + x,

s = vws + v,

parau,v € Rnoceroy z,y € RG, entonces uv # 0 porque R es primo conmutativo y uvw,ws no se puede
cancelar en rs. Es decir,w,ws € sop(rs) y entonces rs # 0, completando el resultado. 0

Teorema 2.3.5. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Entonces RG es primo si 'y solo si R es primo 'y G
no tiene subgrupos finitos normales no triviales

Demostracion. Enrealidad, aqui se demostraran las proposiciones contrarreciprocas, las cuales son equivalentes.
Es decir, lo que se muestra es la proposicion “RG no es primo si y s6lo si R no es primo o G tiene un subgrupo
finito normal no trivial”.
Si R no es primo, entonces existen r, s € R distintos de cero tales que rts = 0 para cada t € R, por lo que
si u € RG esta dado por
U= Z Ugg,

geG
entonces

ruS =1 Zugg S:Zrugsg:ZOg:O,

geG geG geG

por lo que RG no es primo. Supongamos ahora que existe H < G finito no trivial y sea

T:Zg#o.

geH

Ya que hH = H paracada h € H, se tiene hr = r para cada h € H. Por lo que sin = |H],

r? = Zg r:Zgr:nr.

geH geH

Sea entonces s = n — r. Ya que H es no trivial, existe 1 # h € H, por lo que h € sop(r). Pero h ¢ sop(n), es
decir, s # 0. Ahora bien, como H < (G, paracada g € G, Hg = gH, es decir,

rg:<Zh>g:2hg:29h:g<2h>:gr.

heH heH heH heH

Puesto que R es conmutativo, para cada t € RG se cumple rt = tr, por lo que

rts =trs =tr(n —r) =t(rn —r*) = t(nr —r?) =t-0=0,
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con lo cual RG no es primo.

Supongamos ahora que RG no es primo. Entonces existen r, s € RG distintos de cero tales que r(RG)s =
{0}. Si 1 ¢ sop(r), entonces como r # 0, existe algiin g € G tal que g~ 'r(RG)s = 0y 1 € sop(g~'7). Asi,
sin pérdida de generalidad, supondremos que 1 € sop(r) N sop(s). Reescribimos r = ro + 71y s = so + 1
de tal forma que sop(rp),sop(so) € A(G) y sop(ri) N A(G) = sop(s1) N A(G) = @. Puesto que 1 €
sop(r) N sop(s), sabemos que 7, sg # 0.

Supongamos entonces que rgsy # 0. Si g ¢ A(G), entonces hg ¢ A(G) para cada h € A(G), pues de lo
contrario, g generaria la clase lateral A(G). Entonces, sop(ros1)NA(G) = @y porlo tanto r9s = r9So+7051 #
0. En particular, el soporte de rys no es vacio.

Consideremos

H= m Ca(u).

u€sop(ro)

Sea h € H. Por la definicién de H, ya que sop(r9) C A(G), se cumple hrg = roh y por lo tanto
0=h"trhs =h~Y(rg+ri)hs = h lrghs + h='rihs = h™ hrgs + h=lrihs = ros + h™trihs.

Obtenemos que los elementos del soporte de ros coinciden con los del soporte de h~1r1hs. Sean sop(ry) =
{z1,...,2n} y sop(s) = {y1,...,ym}. Por lo anterior, para cada z € sop(rys) se debe tener z = h™'z;hy;
para algunos 7, j, pero esto es equivalente a

zyj_l = h~ta;h.
Es decir, z; es conjugado de zyj_l, para todos los 4, j para los que esto ocurra. Sea g;; tal que zyj_l = gi;lxz‘ Gij-
Entonces, para cada h € H existen ¢, j tales que hgi;1 € Cg(x;), es decir,

H c | JCa(xi)gi;. (2.4)

0,

Por definicién de A(G), para cada u € sop(r), se tiene [G : C(u)] < oco. Por el inciso a) de la Proposicién
2.3.1,se tiene [G : H| < oo, por lo que existen wy, . .., w; tales que

G = UHwk,
k

con lo cual, de (2.4) obtenemos
G = UHwk = UCg(xi)gijwk.
k ij

Esto muestra que GG puede ser expresado como unién finita de clases laterales de los grupos Cg(z;), lo que
implica, por el inciso b) de la Proposicién 2.3.1, que existe x; tal que [G : C(x;)] < oo. Entonces z; € A(G),
pero esto es una contradiccion, ya que x; € sop(r1). Por lo tanto, debe suceder entonces rpsy = 0.

Ya que 79, so € A(G) son distintos de cero y tales que 79sp = 0, entonces RA(G) tiene divisores de cero.
Si R no es primo, se cumpliria lo deseado, asi que supongamos que R es primo. Por la Proposicién 2.3.4, el
grupo A(G) no puede ser libre de torsion y abeliano, ya que RA(G) tiene divisores de cero. Por el inciso b) de
la Proposicién 2.3.3, se tiene que A1 (G) # 1y por el inciso ¢) de la misma proposicion, G debe tener algin
subgrupo finito normal no trivial, lo que completa el resultado. O
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En particular, si K es un campo, K es conmutativo y si a,b € K\{0} son tales que atb = O paracadat € K,
entonces, a(1)b = ab = 0. Pero ya que a # 0, sacamos 0 = (1/a)0 = (1/a)ab = b, lo que es una contradiccién
con que b sea distinto de cero. Es decir, K es un anillo conmutativo primo y asf se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Sea K un campo y G un grupo. KG es primo si y solo si G no tiene subgrupos finitos normales
no triviales.

2.4 Condiciones de Cadena

En esta seccion, se analizan ciertas condiciones de finitud que un anillo de grupo puede tener. En particular,
estudiaremos las llamadas condiciones de cadena, que consisten en que una cadena de ideales derechos, debe
parar en algiin punto, en determinados casos cuando esta crece o decrece.

Sea R un anillo. Una cadena ascendente de ideales derechos es una coleccién I, Io, . . . deideales derechos
en R tales que

LCLC...

Una cadena descendente de ideales derechos es una coleccion Iy, I, . .. de ideales derechos en R tales que
L 2LDO...

Definicion 2.4.1. Un anillo R es un anillo noetheriano si para cualquier cadena ascendente de ideales derechos
L C I, C... existen € Ntal que I, = I,,, para cada m > n. Un anillo R es artiniano si para cualquier
cadena descendente de ideales derechos 11 O I O ..., existe n € N tal que I,, = I, para cada m > n.

Un médulo M es un moédulo noetheriano si para cualquier cadena ascendente de submodulos N1y C Na C
..., existe n € N tal que N,, = Ny, para cada m > n. Un modulo M es artiniano si para cualquier cadena
descendente de submédulos Iy O I O ..., existe n € N tal que I,, = I,,, para cada m > n.

Como observacion importante, si R es un anillo, los ideales derechos de R son justamente los submdédulos
de R como médulo, por lo que para un anillo R, ser noetheriano como R-médulo y como anillo es equivalente.

De la definicidn se obtiene facilmente que si R es un anillo noetheriano (artiniano) y I es un ideal de R,
entonces R /I es noetheriano (artiniano).

Proposicion 2.4.2. Sea R un anillo y G un grupo finito. Si R es noetheriano, entonces RG es noetheriano. Si R
es artiniano, entonces RG es artiniano.

Demostracion. Supongamos que R es noetheriano. Sea I; C I C ... una cadena ascendente de ideales en RG
y G = {gi} ;. Se demostrard que si 1 < m < n, entonces existe k tal que si [ > k,

() <10 (S

i=1

Param = 1, se tiene que Rg; es un R-médulo isomorfo a Ry Rgy N I; es la interseccion de dos R-mddulos, por
lo que es un submédulo de Rg;. Ya que Rg; = R es noetheriano, la cadena I; N Rg; € Is N Rg; C ... debe
estabilizarse, por lo que el resultado es cierto para m = 1.

Supongamos ahora que 1 < m < ny que el resultado es cierto para m — 1. Tomamos el siguiente cociente

de R—modulos:
m m—1
Ry = <Z Rg¢> / <Z Rgz) >~ Rgm,
i=1 i=1
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y sea I}, el conjunto de clases laterales que I, N (3=, Rg;) genera en el anterior cociente para cada k. Andlogo
al caso m = 1, se tiene que R,,—1 es un R-mddulo noetheriano. Debido a que cada I; es un ideal derecho de

~Y

RG@, se nota que I; es un R-submédulo de R,,,_1 para cada i. Entonces, al ser R,,_1 = R noetheriano, existe k1
tal que I, = I; sil > k;. Ahora bien, por hipétesis de induccion, existe ko tal que sil > ko,

m—1 m—1
Ik2 N (Z Rg,) =IN (Z Rgz> . (2.5)

Sea entonces k = méx{ki, ka} y seal > k. Supongamos que existe

o< (o (o)) (o0 (85))

Ya que I, = I;, entonces, x = s + y para algunos s € Z:’:ll Rgiyy € Iy C I;. Entonces s = x —y € I;\ I,

por lo que a su vez,
m—1 m—1
i=1 =1

lo que es una contradiccién con (2.5). De aqi se tiene entonces el resultado por induccion.
Puesto que RG = Y ;" | Ry, por lo antes probado RG es noetheriano. Andlogamente se comprueba que si
R es artiniano entonces RG es artiniano. O

La proposicion reciproca del resultado anterior es mds complicada, aqui s6lo se analizardn casos particulares
de este reciproco.

Definicion 2.4.3. Se dice que un grupo G satisface la condicion de cadena ascendente en subgrupos si para
cada cadena ascendente Hy < Ho < H3 < ... de subgrupos de G, existe n € N tal que H,, = H,, para cada
m > n.

Proposicion 2.4.4. Sea R un anilloy G un grupo. Si RG es noetheriano, entonces R es noetheriano y G satisface
la condicion de cadena ascendente en subgrupos.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.7, hay un isomorfismo de anillos R = R(G/G) = (RG)/w(G), por lo
que R es noetheriano. Si H; < Hy < Hg < ... es una cadena de subgrupos en (G, entonces

w(Hl) Q (.U(HQ) Q w(Hg) g e

Como cada w(Hj) es un ideal derecho en RG, que es noetheriano, existe n € N tal que w(H,,) = w(H,,) para
cadam > n. Ahora,sim >nyg € Hp,entonces 1 — g € w(H,,) = w(Hy),luego g € H,, asi H,, = Hy,, lo
que completa el resultado. O

De manera andloga al resultado anterior, se puede probar que si RG es artiniano, entonces R es artiniano y G
satisface la condicion de cadena descendente en subgrupos. Pero de hecho, es posible obtener un resultado mas
fuerte con la ayuda de lo visto en la seccidn anterior. Para ello, se necesita el siguiente resultado preliminar.

Proposicion 2.4.5. Si R es un anillo artiniano, entonces todo ideal primo derecho es maximal.
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Demostracion. Sea P un ideal primo en Ry r € R\ P. Ya que P es ideal derecho, también R + P es un ideal
derecho. A su vez, también lo es r™ R + P para cadam € Ny yaque r™(r'~™)+p = r+p € rR+ P, entonces

rR+PDOr?R+PDOrR+PD...

Ya que R es artiniano, existe n € N tal que 7" R + P = r"*'R + P.Puestoque 1 € Ry 0 € P, por ser ideal
derecho, existe h € Py s € R tal que r" = r"*1s + h, de donde, 7"*(1 — rs) = h € P. Como r ¢ P, se tiene
r™ ¢ P, pero siendo P ideal primo, lo anterior implica entonces que 1—rs € P.Entonces 1 € P+rR = rR+P.
Ya que 7R + P es un ideal que contiene a 1, debe ocurrir rR + P = R.Dadoque rR+ P = Ry 0 € P, se
tiene rR = R, por lo que el ideal derecho mds pequefio que contiene a P U {r} es R. Como 7 es un elemento
arbitrario de R\ P, concluimos que P es un ideal maximal derecho. O

Proposicion 2.4.6. Si RG es primo y artiniano, entonces G = {1}.

Demostracion. Por la Proposicion 1.4.6, el ideal {0} de RG es primo y por la proposicién anterior, debe ser
maximal. Por lo tanto, no existen ideales propios en RG distintos de {0}. Por la Proposicién 2.2.5, w(G) es un
ideal en RG, pero ya que 1 ¢ ker(e) = w(G), entonces, debe ser un ideal propio. Puesto que {0} es el tinico
ideal propio, obtenemos w(G) = {0}, pero esto implica G = {1}. O

Un resultado relevante, que es importante para la dltima proposicion de la seccién, es el conocido teorema
de Hopkins-Levitzki (Teorema 8.46 en [29]) enunciado a continuacién.

Teorema 2.4.7. Todo anillo artiniano es noetheriano.

En realidad, parece muy relevante, pues de hecho, menciona que la propiedad de ser artiniano es un caso par-
ticular a la de noetheriano. El siguiente resultado sirve ya como una aplicacion interesante del Teorema 2.3.5, que
da pie a uno de los pasos mas complicados en la bisqueda de caracterizaciones para anillos de grupo artinianos
y noetherianos.

Proposicion 2.4.8. Sea R un anillo primo conmutativo y G un grupo. Entonces RG es artiniano si 'y sélo si R
es artiniano y G es finito.

Demostracion. Si R es artiniano y G finito, RG es artiniano por la Proposicién 2.4.2. Supongamos que RG
es artiniano. Ya mencionamos que R debe ser artiniano. Construimos una cadena H; < Hs < Hz < ... de
subgrupos normales finitos de G comenzando con H; = {1}. Para cada k, si existe algtin subgrupo normal finito
de GG que contiene estrictamente a Hy,, escogemos Hy11 como un subgrupo normal finito minimal que contiene
a Hj. En otro caso, darfamos por terminada la cadena. Ya que RG es artiniano, por el teorema de Hopkins-
Levitzki, es noetheriano. Entonces, por la Proposicién 2.4.4, la cadena estd forzada a terminar, digamos en H,,.
Veamos que GG/ H,, no tiene subgrupos finitos normales no triviales.

Supongamos que H es un subgrupo normal finito no trivial de G/ H,,. Por el teorema de la correspondencia
(Teorema 2.28 de [31]), existe un subgrupo normal K de G con H,, C K C Gtalque H = K/H,,. Como H es
finito y H,, es finito, también debe serlo K. Pero esto contradice que la cadena terminase en H,,.

Ya que R es primo y G/H,, no tiene subgrupos finitos normales no triviales, por la Proposicién 2.3.5,
R(G/H,,) es primo. Por otra parte, R(G/H,) = (RG)/w(H,) es artiniano, asi que es primo y artiniano. Por la
Proposicién 2.4.6, se debe tener G/ H,, = {1}, por lo que G = H,, es finito, completando el resultado. O
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3 Las CoNJETURAS DE KAPLANSKY

En el estudio de la estructura de anillo de grupo han aparecido diferentes problemas, y uno de los més popu-
lares ha sido el problema de las conjeturas de Kaplansky, que trata acerca de algunos tipos de elementos comunes
en un anillo cualquiera y qué condiciones debe satisfacer el anillo y el grupo sobre los que se construyen el anillo
de grupo para tener o no estos elementos. Aparecieron por primera vez el siglo pasado y desde entonces, diversos
avances se han hecho en la investigacién de estas conjeturas.

En este capitulo, se muestran los casos particulares mds basicos obtenidos sobre las conjeturas, asi como la
estrecha relacion que tienen. Adn no se tiene un panorama general sobre las conjeturas, pero se han desarrollado
diferentes casos y diferentes relaciones con otras dreas de las matematicas.

Se desarrolla ademds un concepto muy relevante relacionado con las conjeturas, como lo son los grupos con
producto dnico. Se demuestran varios resultados relevantes acerca de estos y caracteristicas que tienen.

3.1 Enunciados

En su tesis sin publicar [13] (ver también [14] y [32]), Higman en su estudio de las unidades en el anillo de
grupo, conjetura que si X es un campo y G es un grupo libre de torsién, entonces K G es un anillo sin divisores
de cero ni unidades no triviales, donde una unidad es trivial si es de la forma kg donde k € K\{0}y g € G.
Fue posteriormente Kaplansky quien popularizé estas conjeturas (por ejemplo, en [15]) junto con una conjetura
adicional. Las tres conjeturas de Kaplansky son entonces:

Conjetura de la Unidad. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces KG no tiene unidades
que no sean de la forma kg, con k € K\{0} yg € G.

Conjetura de Divisores de Cero. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces KG no tiene
divisores de cero.

Conjetura de Elementos Idempotentes. Si K es un campo y G es un grupo libre de torsion, entonces KG no
tiene elementos idempotentes diferentes de 0 y 1.

En realidad, las conjeturas fueron originalmente postuladas para dominios enteros, pero ya que todo dominio
entero estd incrustado en un campo, suele ser mds sencillo trabajar con las conjeturas sobre campos. Ademads, si
Gesun grupoy g € G es tal que g™ = 1, entonces para cualquier campo K, en el anillo de grupo K G se tiene

(1-g)(l+g+-+g"H=1-g"=0,
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n—1

y por lo tanto, K G tiene divisores de cero. Ahora, seas =1+ g+ ---+ g"~ ", entonces

s2=14g+...g" 1?2
=1l4+g+-+g" 244"
+g+gi 4y 1

_’_gnfl_i_l_i_.”gan
=n(l+g+...9" 1) =mns.

Suponiendo que char(K) { n — 1, entonces n — 1 # O en K y en K G se tiene

1 1 1
(1—3)(1—n_1s>zl—n_ls—s+n_132:1—s+ 1(32—3).

n —

Ya que s

(1—5)<1— ! 3>:1—8+

n—1

= ns, se cumple

1 1
1(ns—s):1—s+ 13(n—1):1—s+5:1,

n — n —

por lo que, bajo la condicién de que char(K) t n — 1, el anillo de grupo K G tiene unidades no triviales. Asf,
suena relevante pedir que G sea libre de torsion en las conjeturas.

Proposicion 3.1.1. Sea R un anillo. Si R tiene un elemento idempotente diferente de 0 y 1, entonces tiene un
divisor de cero.

Demostracion. Sear € R un elemento idempotente diferente de Oy 1. Entonces r,7 — 1 £ 0y
rir—1)=r*—r=r—r=0,
obteniendo el resultado. O

Proposicion 3.1.2. Sea G un grupo libre de torsion. Si K es un campo y K G tiene algiin divisor de cero, entonces
existe r € KG\{0} tal que r* = 0.

Demostracion. Sean s,t € KG\{0} tales que st = 0. Ya que G es libre de torsion, no tiene subgrupos finitos
normales no triviales, asi que por el Corolario 2.3.6 se tiene que K G es primo. Por lo tanto, existe ¢ € K G tal
que tgs # 0, pero

(tgs)? = tgstqgs =tq-0-qs = 0,

por lo que r = tqs cumple lo deseado. O

Proposicion 3.1.3. Sea G un grupo libre de torsion. Si K es un campo y K G tiene algiin divisor de cero, entonces
K G tiene una unidad no trivial.

Demostracion. Por el resultado anterior, existe r € KG\{0} tal que 72 = 0y
1-r)(1+r=1-r*=1
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Ahora, si 1 + r = kg para algunos k € K\{0} y g € G,entoncesr =kg— 1y
r2 = (kg—1)? =k>¢?> —kg — kg + 1.

Ya que k € K\{0}, se cumple k, k? # 0. Y ya que G es libre de torsién, si g # 1, entonces g> # g # 1y por
lo tanto, 72 = 0, lo que es una contradiccion. Si g = 1, entonces r = k — 1 € K, pero K no tiene divisores de
cero, por lo que » = 0, generando también una contradiccion. Asf, 1 + r es una unidad no trivial en KG. O

Combinando las proposiciones 3.1.1 y 3.1.3, se tiene entonces la gran correlacién que existe entre las conje-
turas.

Teorema 3.1.4. Sea G un grupo libre de torsion y K un campo.
a) Si KG satisface la conjetura de la unidad, entonces satisface la conjetura de divisores de cero.

b) Si KG satisface la conjetura de divisores de cero, entonces satisface la conjetura de elementos idempo-
tentes.

3.2 Grupos con Producto Unico

Los grupos con producto tnico aparecieron junto con el estudio de las conjeturas de Kaplansky, pues como
se vera, estos grupos son una de las grandes familias de grupos que satisfacen las tres conjeturas. Recordando, si
A, B son subconjuntos de un grupo G, se toma

AB={ablac Aybe B}
A ={a" ac A}
Definicion 3.2.1. Sea G un grupo y A, B subconjuntos finitos de G. Para cada g € G se define

na(g) = {(a,b) € Ax B |ab= g}|.
Por la anterior definicién, g € AB siy sélo sina.p(g) > 1.

Definicion 3.2.2. Un grupo G es de producto tinico si dados dos subconjuntos finitos no vacios A, B de G,
existe g € AB tal que na.p(g) = 1.

De manera equivalente, en el conjunto A B existe un elemento x € AB con representacion tnica de la forma
x =abcona € Ayb € B. También se dice que G es un grupo con producto Unico o que satisface la propiedad
de producto tnico.

Proposicion 3.2.3. Si G es un grupo con producto tinico, entonces es un grupo libre de torsion.

Demostracion. Se probard la proposicién contrarreciproca. Sea GG un grupo con torsion. Entonces existe g €
G\{1} tal que ¢" = 1y I = (g) es un subgrupo finito de G. Por lo tanto

IT=T.

Si h € T'\{1}, entonces h = 1h = hl son diferentes representaciones de h como elemento de I'l". Ademds,
1 =1-1= gg~', cumpliéndose asi que nr.r(z) > 1 para cada z € I'T y por lo tanto, G no es un grupo con
producto tnico. O
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Asi, la familia de grupos libres de torsion es una familia que contiene a los grupos con producto tnico y por
lo tanto, si las conjeturas de Kaplansky fueran ciertas, entonces K G no tendria divisores de cero, unidades no
triviales ni elementos idempotentes, para GG con producto tnico y K un campo.

En [26], ademds de los grupos con producto Unico, se trabaja con grupos que satisfacen una condicién mas
fuerte que la propiedad de producto tnico. Esta condicidn establece que siempre que en el producto AB de la
definicién de producto dnico se tenga que |A| 4 | B| > 2, entonces existe un segundo elemento h € AB tal que
na.p(h) = 1. Fue Strojnowski quien en su articulo [36] comprobé que de hecho esta condicién aparentemente
mds fuerte es equivalente a la condicién de producto dnico, lo que da el siguiente resultado.

Teorema 3.2.4. Si G es un grupo con producto iinicoy A, B son subconjuntos finitos de G tales que | A|+|B| > 2,
entonces existen dos elementos x,y € AB con x # y tales que na.p(x) = na.p(y) = 1.

Demostracion. Sea G un grupo con producto inico. Supongamos que existen subconjuntos finitos A, B de G
tales que |A| + |B| > 2, pero existe un tnico z € AB con na.p(r) = 1.Six = ab,cona € Ayb € B,
entonces, (a~'A)(Bb~!) también satisface tener un tnico elemento con producto tnico, 1 - 1, pues si a’ € A
y ¥ € B son tales que a 'a’b’b~! = 1 = a~'abb™!, entonces, a’b’ = aby por lo tanto, a’ = a y b’ = b.
Ademds, si a=la; - bib~! € (a1 A)(Bb~1) satisface ser tnicamente representado como producto, entonces
a1b; satisface ser inicamente representado como producto en AB y por lo tanto, ya que x es el tinico elemento
Ginicamente representado en AB, se cumple a; = a'y by = b. Asi, (a=1A)(Bb~!) también tiene un tnico
elemento Unicamente representado, el cual es 1 - 1.

SeanC =a'A,D=Bb',) E=D'CyF=DC"'.Siyc EF, entonces y = dl_lcldgcgl y tenemos
varios casos:

= Sic; # 16dy # 1, entonces c1dy # 1, pues 1 estd Gnicamente representado como producto en C'D
como 1 - 1. Como a su vez, este es el tnico producto tinico, entonces existen c3 # ¢ y d3 # do tales que
c3ds = c1ds, de donde y = dl_lcgd302_1 y por lo tanto, np.p(y) > 2.

m Sici =do=1yd; # 16 ce # 1, entonces existen ¢4 # co y dyg # dy tales que cod; = cqdy. Es decir,
1.-1

dite;t =dytey P yporlotanto, y = dyteyt = dytl - 1eyt = dt1 - 1¢; ! conlo cual np.p(y) > 2.

= Veamos que ng.p(1) > 2. Ya que |A| + |B| > 2, entonces |C| 4+ |D| > 2y entonces debe existir un
elemento diferente de 1 en C' o en D. Sin pérdida de generalidad, sea c5 € C con c¢5 # 1y entonces
1-1-1-1=1c5-legt = 1.

Asi, EF no tiene ningin producto unico, lo que es una contradiccién al ser G un grupo con producto tnico. Por
lo tanto, AB debe tener un segundo producto dnico. O

Ejemplo 3.2.5. Z es un grupo con producto iinico. Para verlo, sean A = {a1, a2, ...,an}y B = {b1,ba, ... by}
subconjuntos de G tales que si k < l, entonces aj, < a;y by < b;. Entonces a1 + by y a, + by, son elementos con
representacion iinica en AB. En efecto, si por ejemplo a; # a1, entonces a1 < a; y por lo tanto, para cualquier
k se tiene

ar + b1 < ay + by < aj+ by.

Andlogo es el caso si b; # by. Asi, a; + by es tinicamente representado y también de forma andloga, a,, + by, es
tinicamente representado. Si |A| + |B| > 2, tiene que pasar que a,, # a1 6 by, # b1. En cualquiera de los dos
casos se cumple a1 + by # a,, + ayn, y hay al menos dos elementos con representacion tinica.

La siguiente es otra propiedad que satisfacen los grupos con producto dnico, que es muy {itil en la bisqueda
de grupos que no satisfagan la condicion, pues reduce el nimero de conjuntos en los que se debe verificar el
producto dnico.
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Proposicion 3.2.6. Un grupo G satisface la propiedad de producto tinico si y sélo si para cada subconjunto
A C @ finito no vacio, existe g € G tal que ny.4(g) = 1.

Demostracion. Si GG es un grupo con producto tinico, ciertamente se satisface la condicion deseada. Suponiendo
que G no es de producto tnico, entonces existen subconjuntos finitos no vacios B, C' C G tales que np.c(g) # 1
paracadag € G.Sea A = CByg € A-A = CB - CB. Entonces g = c1b1cobs para algunos cy,co € C
y b1,be € B. Ya que bicy € BC, se tiene ng.c(bica) > 2, por lo que existen cs € C'y bg € B tales que
bica = bzcs y by # b3y co # c3 (Si by = b3, entonces bicy = bscs implica co = c3, andlogamente, co = c3
implica by = b3, por lo que para que bscs sea un producto diferente a by ¢ tal que bscs = bico se debe satisfacer
que ambas entradas sean diferentes). Se tiene asi lo siguiente:

g = c1bicaba = c1b3c3b.

Si ¢1b3 = c1b1, entonces bs = by, que es una contradiccion. Esto implica que (c¢1b3)(c3b2) es otra forma de
escribir a g como producto de elementos de A - A. Es decir, n4.4(g) > 2y asing.a(g) # 1 paracadag € G.
Por la proposicién contrarreciproca, se tiene el resultado. 0

La existencia de grupos libres de torsién que no cumplen la propiedad de producto Unico resulté ser un
problema complicado, tanto es asi, que en algiin momento se pensé que la propiedad podia ser equivalente a ser
libre de torsién. Esto se desmintié por primera vez en [28], pero debido a la complejidad que conlleva hablar de
los grupos libres de torsion sin la propiedad de producto Gnico, se prefiere hablar de ellos en una seccién aparte,
la Seccién 3.4. La importancia de los grupos con producto tinico radica en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.7. Sea H un subgrupo normal del grupo libre de torsion G y sea K un campo. Si K H tiene solo
unidades triviales y G /H es un grupo con producto tinico, entonces K G sélo tiene unidades triviales.

Demostracion. Sean r,s € KG tales que rs = 1. Sean ademds {ai,...,a,} = A C sop(r) y también
{b1,...,bm} = B C sop(s) conjuntos de elementos que generan distintas clases laterales en G/H y a su vez,
tales que para cada g, € sop(r)y gs € sop(s), existena; € Ayb; € Becon Hg, = Ha;y Hgs = Hbj (Ay B
existen porque sop(r) y sop(s) son finitos). Como rs = 1, se debe tener , s # 0y A, B # @. Si dos elementos
x,y € G son tales que Hx = Hy, entonces debe pasar que ha = y para algin i € H y por lo tanto es posible
escribir

n
r= E 504,
j=1
m
s=Y b,
j=1

donde o, 3; € K H para cada j. Si n +m > 2, entonces

n m
l=rs= ZZaiaib]ﬂj,

i=1 j=1

por la Proposicién 3.1.3, K H no tiene divisores de ceroy yaque H esnormaly a;, b; € G, entonces a;a;b;3; # 0
para cada 7, j. Ahora, puesto que G/ H es un grupo con producto tnico y |A| + |B| > 2, donde cada elemento
de Ay cada elemento de B generan clases laterales distintas en G/ H, entonces por el Teorema 3.2.4, existen
HayHb; con representacion unica tales que HagHb; # H (nar.p/(HagHb;) = 1, donde A’ = {Ha | a €
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A}, B' = {Hb | b € B}). Asi, en (3.2), el término agagb; 5 no puede ser cancelado y es diferente de 1y 0, y
por lo tanto, no puede pasar rs = 1, lo que es una contradiccion.

Luegon = m = 1y entonces a1(a1b1f1) = (a1a1b1)p1 = 1, por lo que a1, 51 son unidades en KG y
por la Proposicién 2.2.10, son unidades en K H. Pero K H tiene s6lo unidades triviales, asi que vy = kihy y
B1 = kohso para k1,ko € Ky hi,ho € H. Porlotanto r = kihia; y s = kohob; son unidades triviales en
KG. ]

Tomando H = (1) se tiene entonces el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Si G es un grupo con producto iinico, entonces K G tiene solo unidades triviales, para cualquier
campo K.

La prueba de que el anillo de grupo no tiene unidades no triviales se basa en que para dos elementos en el
grupo con soporte no vacio debe haber al menos un elemento que no se cancela. Mds atin, en el caso que alguno
de los soportes tenga cardinalidad mayor que 1, debe haber al menos un elemento diferente de 1 que no se cancela.

Un andlisis similar se puede realizar para el anillo de grupo sobre el anillo 2. Este anillo tiene la particulari-
dad de que sus elementos son sumas finitas de elementos del grupo de tal forma que g+ g = O paracada g € G.
Asi, es posible considerar una condicién mas fuerte que la de producto tnico que, de hecho, caracteriza no tener
divisores de cero en en el anillo de grupo con coeficientes en 5.

Sea G un grupo con dos subconjuntos finitos no vacios A = {aq,...,a,}y B = {b1,...,by,} tales que
para cada g € AB, el entero n4.5(g) es par. Entonces en FoG se tiene

(ar+-Hap) bt +bn) = D> aibj= Y [nan(9)g,

i=1 j=1 gEAB
donde [n4.5(g)]2 es la clase médulo 2 de n4.5(g). Como n4.5(g) es par paracada g € AB,
(a1 + -t an)br+ - +bm) = D [ranlg)ag= D (029 =0,
gEAB geEAB

y existe un divisor de cero. En cambio, supongamos que en (G, para cada par de subconjuntos finitos no vacios A
y B, existe un elemento g € AB tal que n4.5(g) es impar. Si z,y € FoG, como se dijo antes, = y y son sumas
finitas de elementos de G, esdecir,x = z1 + -+, Yy =41+ - +ymdonde z1,...,Zn,y1,...,Ym € G.
Six,y # 0, entonces, n,m > 1y

Ty = Z Z$iyj = Z [nsop(:c)sop(y) (9)]29-

i=1 j=1 g€sop(z)sop(y)

Como n, m > 1, los soportes de x y y son no vacios y por la propiedad de G, existe h € sop(z)sop(y) tal que
Nsop(z)-sop(y) (1) €s impar. Por 1o tanto, [1sop(a).sop(y) (?)]2 = [1]2, 1o que implica & € sop(zy), por lo que
xy # 0. Basicamente, lo que se probo antes es el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.9. FoG no tiene divisores de cero si 'y solo si, para cualesquiera dos subconjuntos finitos no
vacios A, B de G, existe g € AB tal que na.p(g) es impar.

Parece un caso muy particular, pero como se expresa en [33], si existieran divisores de cero en QG, entonces
también se tendrian divisores de cero en FoGG. Esto se comprueba tomando «, 3 € QG\{0}, donde

ni n2
a = E pLia;, B = E D2,:bi,
-1 i1
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CON P11, -3 PlngsP21s---3D2ns € Qyar,...,an,b1,...,b,, € Gtalesque af = 0. Como p; ; es racional,
existe s; ; € Z tal que p; js;; € Z.Si s; = H] 1 Sij> entonces sia, $23 € ZG\{0} son tales que

(s1a)(s28) = 0.

Ahora bien, por ser 2 un nimero primo, existe una tinica forma de escribir s;p; ; = oFig p; ; para kij=0,1,2,...
de tal manera que 2 no divide a p§7j. Sea entonces k; = min{k;; | j = 1,2,...,n;} paras = 1, 2. Entonces
(1/2%3)s;p;; € Z para cada i, j y ademds

n1 1 no 1
Z[lesw“} a; 'y |:2k252p21:| bi
i=1 2 i=1

son elementos no nulos de FoG. Por otra parte,

ni n2 n2
(Z 21 s1p1 2a2> <Z 212 $2p2,ib; > (21 ) (Z p1 zaz> <Z p2,ibi> =0,
i=1 i=1 i=1

por lo que, tomando o7 : ZG — F2(G de acuerdo a la Definicion 2.2.1, se tiene entonces

ni 1 ng 1 ni 1 n9 1
<Z {lesml z:| ai) (Z {2,6 52D2 z:| bi) = 2z (Z ok 81p11az> Poz (Z ok 32p27,bz>
2 2

i=1 i=1 i=1 i=1
ni 1 no 1
= 2z ((Z 2k151p1,iai> <Z oFz 52P2 zbz))
i—1 i=1
= 2z(0)

Ast, se tiene la siguiente proposicion.
Proposicion 3.2.10. Si la Conjetura de divisores de cero es cierta para FoG, entonces es cierta para QG.

La propiedad de producto tinico es una propiedad muy especifica que solo se suele encontrar en el trabajo de
las conjeturas de Kaplansky, lo que implica que probar que un grupo satisface la propiedad de producto tnico
suele ser una tarea muy especializada. En ese sentido, se trabaja también con condiciones débiles que garantizan
la propiedad de producto tnico. Los grupos ordenados aparecen como una de esas grandes familias que satisfacen
la propiedad de producto tnico.

Definicion 3.2.11. Un grupo G es ordenado por la derecha (izquierda) si tiene un orden lineal o total < tal que
a < bimplica ac < bc (ca < cb) para cualesquiera a,b,c € G. Un grupo G es ordenado si existe un orden
lineal < tal que a < b implica ac < bcy ca < cb para cualesquiera a,b,c € G.

Es interesante ver, que la demostracion de que Z es un grupo con producto tnico vista en el Ejemplo 3.2.5
se basa en la ordenacion de Z. Asi, se tiene similarmente el siguiente resultado mas general.

Proposicion 3.2.12. Si G es un grupo ordenado por la derecha, entonces es un grupo con producto tinico.
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Demostracion. Sean A, B subconjuntos finitos no vacios de G, sea & € A el minimo de A y sea § € B tal
que af es el minimo en aB. Tales elementos o y 3 existen porque G es linealmente ordenado y A y aB son
subconjuntos finitos no vacios. Sea a € A, entonces a < a y por lo tanto, ab < ab para cualquier b, por lo que
ademads

af < ab < ab.

Por lo anterior, si a8 = ab, entonces ab = ab, por lo que a = « y entonces, a5 = aby b = (. Asi, af tiene
representacion dnica como elemento de AB y GG es un grupo con producto tGnico. O

Aplicando argumentos andlogos, los grupos ordenados por la izquierda también son de producto tinico y por
supuesto, ser ordenado implica ser ordenado por la derecha y por lo tanto, los grupos ordenados también son de
producto tnico.

Ejemplo 3.2.13. R™\{0} es un grupo ordenado bajo la operacién producto. El orden usual funciona adecua-
damente, pues si q es un niimero real positivo 'y a < b, entonces aq < bq. Al ser RT™\{0} un grupo conmutativo,
es un grupo ordenado (por ambos lados).

Ejemplo 3.2.14. Todo grupo abeliano finitamente generado libre de torsion es ordenado. Por el teorema funda-
mental de grupos abelianos finitamente generados (Teorema 10.20 de [31]), si G es abeliano libre de torsion y

finitamente generado, entonces
n
G = @ Z
k=1

para algin n € N, donde Zj, = 7 para cada k. Entonces @), _, Zy, tiene el orden lexicogrdfico. Dados dos
elementos a = (a1,a2,...a,)yb = (b1,ba,...b,), diremos que a < bsia; < by ésia; = by yay < by yasi
sucesivamente hasta n. Se tiene entonces un orden para G dado por el isomorfismo.

Ejemplo 3.2.15. En general, andlogo al ejemplo anterior, si Ay B son grupos ordenados, A x B es un grupo
ordenado.

Ejemplo 3.2.16. Sea G el grupo de la botella de Klein dado por la siguiente presentacion conocida.
G=<r,x\r2::ﬁ2>.

Evidentemente, G es un producto amalgamado de (r) con (x) sobre los subgrupos <7“2> , <x2>, que son isomorfos
a 7. La funcién de pegado cumple ¢1(r?) = x2. Es decir, G = (r) xz (x). Al ser producto amalgamado de grupos
libres de torsion, por el Corolario 1.3.8, G es libre de torsion.

Tomemos el elemento y = rx~'. Ya que r = yx, entonces G = (x,%) y ademds,

G={(zy|(yz)?=2")=(x,y|yzy =2) = (z,y |yz =2y ).

Esta es una presentacion interesante para el grupo, pues la relacion que queda es “casi” conmutar, excepto por
un signo. En cualquier caso, mediante argumentos inductivos se puede ver que todo elemento de G se puede
expresar como x"y™ paran, m € Zy ademds, x"y™ = y*"a", para algin e € {—1,1}. Mds aiin, si x™'y™ =
x"2y"2, entonces x™ "2 = y™27 "™ Por la relacion de grupo,

ymgfml — l,flymlfmgx _ xflxnlfnzx — g2 ymlfmgj
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lo que a su vez implica yQ(ml_mQ) = 1. Pero G es libre de torsion, por lo que esto solo ocurre si mq; = mao,
y entonces n1 = no. Es decir, todo elemento en G se puede expresar de forma tinica como x™y™. Se define
entonces el cono positivo

P={y"[n>0u{z"y™ [n>0},
el cual es una herramienta muy util para definir un orden en un grupo. Se observa que se cumplen las propiedades
P-PcCcP,G=PUPtu{l}yPNP! =a. Lo cual da pie a definir el orden lineal h < g si h~'g € P.
En este orden g € P siy solo si g > 1.

Las propiedades de P implican que el orden < definido en efecto es un orden lineal y sih < gy c € G,
entonces (ch)"tcg = htc leg = h=tg € P, por lo que en efecto ch < cqg 'y este orden hace a G un grupo
ordenado por la izquierda.

En general, el grupo de la botella de Klein es un ejemplo cldsico de un grupo que es ordenado por la izquierda,
pero no es ordenado. Para ver esto, suponiendo que < es un orden lineal que hace a G ordenado, se observa
que 1 < gsiysélosig ! = g7 1(1) < g7'(g) = 1, para cada g € G. Suponiendo entonces sin perdida de
generalidad que 1 < vy, entonces, ™' < 27y y1 = 27 'o < v~ Yyx, pero de acuerdo a la relacién de grupo,

y~t =2 yx > 1, lo que es una contradiccion. Asi G no es un grupo ordenado.

Definicion 3.2.17. Sea G un grupo. Un subconjunto A de G se dice antisimétrico si ANA™' = @6 ANA~! =
{1}. Sea Y (A) el conjunto de a € A tales que Aa™"! es antisimétrico. Se dice entonces que G es difuso si para
cualquier subconjunto A de G tal que 2 < |A| < oo, se tiene |Y(A)| > 2.

Proposicion 3.2.18. Todo grupo difuso es un grupo con producto iinico.

Demostracion. Sea G un grupo difuso y A, B subconjuntos finitos no vacios de G. Si alguno de los dos tiene
cardinalidad igual a 1, entonces n4.p(g) = 1 para cada g € AB. Suponiendo entonces que |A|,|B| > 2,
entonces [AB| > 2y por ser G un grupo difuso, se debe cumplir que |Y(AB)| > 2.

Sea entonces x € T(AB) y tomemos ag,a; € Ay by, b; € B tales que z = agby = a1b;, entonces

(apay M)z = (agay ) (arbr) = agby € AB,
(apay M)tz = (arag ") (aobo) = arby € AB.

Peroz € Y(AB), porlo que siendo que aga; ', (aga; ') ™" € ABx~! debe pasarentonces aga; ' = 1y ag = ay.
Anélogamente, by = by, asi que n4.p(x) = 1y G es un grupo con producto dnico. U

Los grupos difusos tienen una motivacion geométrica, que se ve principalmente en [4]. En el Apéndice B
de [17], se da un ejemplo de un grupo difuso que no es ordenado por la derecha. Es decir, ya que ser difuso
implica tener la propiedad de producto tnico, los grupos ordenados no caracterizan la propiedad de producto
unico. Debido a la complejidad en cuanto a herramientas de este ejemplo, s6lo se brinda la referencia.

En cambio, como lo expresa en [17] y més recientemente en [10], no se conoce si la condicién de grupo
difuso caracteriza la de tener producto Gnico, de momento es un problema abierto.

3.3 La Condicion de Ore

Para que un anillo pueda tener alguna propiedad de divisién en sus elementos, es necesario que satisfaga
ciertas condiciones, en este sentido, la condicién de Ore ayuda para ello. En esta seccién, no se analizan las
propiedades de divisibilidad que tienen los anillos de Ore, pero se habla sobre un resultado importante para
encontrar anillos de grupo sin divisores de cero. Recordemos que un elemento regular en un anillo es aquel que
no divide a cero.
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Definicion 3.3.1. Un anillo R satisface la condicién de Ore si para cada r,s € R, con r regular en R, existen
t,v € R, cont regular tales que rv = st.

Ejemplo 3.3.2. Si R es un anillo conmutativo, entonces satisface la condicion de Ore, pues sir,s € R, con r
regular en R, entonces, rs = sr, es decir, en la definicion, se tomat =1ryv = s.

En ocasiones, a la propiedad anterior se le llama condicién de Ore por la derecha. En general lo hecho en
esta seccion se puede generalizar de manera andloga para la condicién por la izquierda. Un dominio de Ore es
un anillo sin divisores de cero que satisface la condicién de Ore.

Definicion 3.3.3. Sea R un anillo. Un subconjunto T" de R es un conjunto divisor derecho de R si satisface,
» 0¢T,1€T.
» T es cerrado bajo la multiplicacion del anillo.
m Sire RyteT, existenr; € R, t; € T tales que rt1 = try.

Ya que T es cerrado multiplicativamente y 0 ¢ T, los elementos de 7" necesitan ser “regulares entre si",
es decir, al multiplicar dos de elementos de T el resultado no puede ser cero. La condicion anterior puede ser
parecida a la condicion de Ore, pero en realidad solo restringe a que los “divisores” sean del mismo conjunto 7.

Proposicion 3.3.4. Sea N < G tal que KN es un dominio de Ore. Entonces K N\{0} es un conjunto divisor
derecho de elementos regulares en KG.

Demostracion. Ya que KN no tiene divisores de cero, todo elemento de K N\{0} es regular en K'G por la
Proposicién 2.2.10. Sean x € KN\{0} y r € KG, de forma que

n
r= Zm’gi, ri € K,9i €G.
i=1

Ya que NV < G, se cumple 29 € N para cada g;. Ahora, por ser K /N dominio de Ore, para x9', x92 # 0, existen
Y2,t12,t22 € KN\{0} tales que
Y2 = 29t 9 = %19 9.

Supongamos que para 2 < m < n, existen Y, tim, . . . tm,m € KN\{0} tales que
Ym = xgltl,m == mgmtm,m-

Por la condicién de Ore, existen w41, vm+1 € K N\{0} tales que ym+1 = YmUm+1 = £9™ Uy, 41. Nombrando
tim+1 = LimUm41 Si1 <0 <my typ1,me1 = Umy1, S€ tiene entonces

Yma1 = 2 1 = - = 29" M 11,

donde Y11, t1m+1, - - - tmt1,m+1 € KN\{0}. Asi, por induccion, existey € KN\{0}ys1,...,s, € KN\{0}
tales que
Yy = .Z'glsl = xg232 — . = xgnsn_

Entonces por lo anterior y ya que ;& = xr; para cada ¢ (puesto que ; € K) se cumple

n n n n
ry =Y rigy = _rigia?si =y rizgisi =T »_Tigisi,
i=1 i=1 i=1 i=1
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donde ademds, ya que ry # 0 por ser y € K N\{0} regular,
n
Z rigisi € KG\{0},
i=1

completando el resultado. O

Antes del teorema principal de la seccion, demostrado por primera vez en [19], se introducird alguna notacion
dtil. Primero recordamos la nocién de longitud en un producto amalgamado, vista en la Seccién 1.3, para cada
elemento g en el producto amalgamado G = (1 *n G2, definida como el niimero de letras que tiene su forma
normal. Esta nocidn se puede generalizar para el anillo de grupo de un producto amalgamado G sobre un campo
K de la siguiente manera. Si r € K G, entonces

long(r) = méax {long(g) | g € sop(r)}.

Ahora bien, en el producto amalgamado G = G *y G2, tomando las transversales correspondientes 77 y 15 si
g = nitestden suformanormal, donde n; € N ytesunapalabraen T} y T,y donde la dltima letra diferente de 1
ent es un elemento de 77, se dice que g terminaen 7} o en (G1, andlogamente para 5 y andlogamente se dice que g
iniciaen 77 6 T5, cuando la palabra ¢ tiene como primer letra un elemento de T o 75, respectivamente. Sig, h € G
son tales que g terminaen 77 y h iniciaen 71, se dice que g se solapa con h en 17, andlogamente, si g termina en 75
y hinicia en T3, se dice que g se solapa con h en Ts, en cualquiera de los dos casos, long(gh) < long(g)+long(h).
Si N<4G1,Gsy g, h € G son tales que su forma normal es g = nit1 y h = nats, entonces gh = nitinate =
ninhtita con nfy € N. Por lo que cuando N es normal, long(gh) = long(t1t2). La anterior es una nocién que se
puede generalizar a elementos del anillo de grupo, por ejemplo, si r, s € K G son tales que r no se solapa con s,
entonces long(rs) = long(r) + long(s). Lo anterior serd ttil para la demostracién del siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. Sean G1, G4 grupos, K un campo y N un subgrupo normal de G1 y de G. Si KG1, KG4 son
anillos sin divisores de cero y K N satisface la condicion de Ore, entonces K G no tiene divisores de cero, donde

G:G1 *NGQ.

Demostracion. Supongamos que existen r, s € KG\{0} tales que s = 0, con long(r) = n minima. Si 71, T
son transversales de G1 y G2 en IV, respectivamente, y 1" es el conjunto de las palabras alternantes de elementos
en T1\{1} y T»\ {1}, entonces, por el teorema de la forma normal, es posible escribir

r= Z%‘Pi; y §= ZUz‘Uz‘,
i i
donde p;,0; € KN y u;,v; € T, de esta forma,

0=rs= Z Zuipiajvj, (3.1
(2]

donde cada u;p;ojv; # 0 ya que KN no tiene divisores de cero y u;,v; € G. Silong(r) = long(u;,) = ny
long(s) = long(v;,) = m son tales que u;, termina en 77 y vj, termina en 75, entonces, long(u;, pi,0j,Vj,) =
n 4+ my si i, piy0j,Vj, = Wi, Pi, 04,05, debe pasar entonces que long(u;, s, 05,05, ) = n + m, pero ya que n
y m son maximos en las longitudes de las palabras en 7 y s, entonces, long(u;, ) = n 'y ya que la representacion
en forma normal es unica, las primeras n letras de las palabras u;,vj, y u;, vj, deben coincidir y por lo tanto,
u;, = U4, , andlogamente, v;, = v;; y entonces, en el producto (3.1), u;, pi, 0, vj, NO se puede cancelar y s # 0,
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lo que es una contradiccién. Asf, para todos los u;, v; tales que long(u;) = n 'y long(v;) = m debe ocurrir que
u; se solape con v;. Sin pérdida de generalidad, se supone que en 77.
Reescribimos » = ' + 7", donde ¢g € sop(r’) C sop(r) silong(g) = n osilong(g) = n — 1y g termina

en T5. Entonces
v =" wie,

donde ¢; € KG1\{0} y x; € T termina en T5 con longitud n — 1. De manera similar, s = s’ + s”, donde
g € sop(s’) C sop(s) silong(g) = m osilong(g) = m — 1y g empieza en T5. Entonces

§ =iy,

donde ¢; € KG1\{0} y y; € T empieza en T5 con longitud m — 1.

Ya que long(r”) < n —1ylong(s”) < m — 1, entonces, long(r”s”) < n+ m — 2. Sean g € sop(r’) y
h € sop(s”). Silong(g) = n, entonces g debe terminar en 7} y si long(h) = m — 1, entonces h debe iniciar
en 7171, por lo que g se solapa con h. Esto implica long(gh) < n+m — 1 —1 = n+ m — 2. En cualquier otro
caso, también se cumple de manera mds evidente long(gh) < n+m — 2y por lo tanto long(r's”) < n+m — 2.
Andlogamente, long(r”’s") < n + m — 2. Por otra parte,

/ " / " !/ N/ "/ " !/ N/ /N n_n
O=rs=("4+r")s+s)=rs+rs"+rsd+r"s" = 1's=—("s"+r"s+r"s"),

por lo que long(r's") < n 4+ m — 2. Tenemos entonces,
r's’ = Z Z ;€05
(]

donde cada €;0; # 0, pues K G no tiene divisores de cero. Si €;,6;, € KG1\KN, entonces debe tener un
sumando que no estd en la clase lateral N, es decir, existen n’ € Ny g € T tales que n'g] € sop(€;y0j,)-
Pero x;,, y;, tienen longitud igual an — 1y m — 1, respectivamente, x;, termina en 75, y;, inicia en 75, lo que
implica entonces que x;, no se solapa con n’g}, ni n’g} se solapa con yj;,, por lo que

long(zi,n'giyjp) =(n—1)+1+(m—1)=n+m—1.

Maés atn, ya que la multiplicacién tiene la longitud maxima que puede tener, no puede haber otro sumando con
el mismo elemento del grupo, pues si z;, " ¢{'y;, = xi,n'g}y;,. entonces, Nz;, ¢{y;, = Nxi,91y;,. pero ya que
cada palabra tiene longitud méxima y no se solapan, lo anterior solo pasa si x;, = iy, g7 = ¢1Y Yjy = Yjo ¥
al ser z;, n" g'y;, = xi,n'g1yj,. también debe ocurrir n” = n/, de esta forma, el sumando con este elemento del
grupo no se puede cancelar. Asi, long(r’s’) > n +m — 1, que es una contradiccion, por lo que €;6; € KN para
cada, .

Por 1a Proposicion 3.3.4, yaque N < Gy KN es dominio de Ore, K IV es un conjunto divisor derecho de
elementos regulares en K G. Como €101 € KN y €15 € KG, existen elementos x € KN yy € KG tales que
(6101)y = (e18)x. Puesto que €1 € KGy,x € KN, deben ser elementos regulares en K'G por la Proposicién
2.2.10. También obtenemos s # 0, de donde (€1s)z # 0y y # 0. Entonces €1 (61y — sx) = 0, pero €; es regular
en KG, luego 61y = sz. De lo anterior obtenemos 91y = rsx = 0.

Ahora tenemos (rd1)y = 0, cony # 0y rd; # 0, por ser 61 € KG; regularen KG y r # 0. Asi que 791 es

un divi izqui . uer =r T, ue rdop =101 17 01.
n divisor de cero por la erda. Recordemos que "+ " porlo que ré 81 + r"81. Pero

r'é = § x;€;01,
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donde €;01 € KN y long(z;) = n — 1, por lo que long(r’d1) < n — 1. Ahora analizamos ;. Si g € sop(r”)
es tal que long(g) = n — 1, por definicién g terminaen 77 C G. Yaque 01 € K G, se tiene long(gdy) < n—1.
Silong(g) < n — 1, ya que long(d;) = 1, también se tiene long(gd) < n — 1. Asi que long(r"6;) <n—1y
por lo tanto

long(rdy) = long(r'dy + r”"81) < max{long(r’'dy),long(r"d;)} < n —1 < n = long(r),

lo que contradice que r fuese el divisor de cero por la izquierda con longitud minima. Por lo tanto, K G no tiene
divisores de cero. O

Ya que un campo K siempre satisface la condicion de Ore al ser conmutativo, tomando N = (1) en el anterior
teorema, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.6. Sea K un campo y sean G1,Go grupos tales que KG1, KG2 no tienen divisores de cero.
Entonces K(G1 x G2) no tiene divisores de cero.

3.4 Grupos sin Producto Unico

En general, no se conocen mayores avances en el intento de demostrar que la conjetura de la unidad es cierta
que los dados por el Teorema 3.2.7. Es por ello que buscar grupos que no satisfagan la condicién de producto
Unico se ha vuelto una tarea importante para esta conjetura.

Debido a la complejidad de encontrar grupos sin la condicién de producto tnico, durante algin tiempo se
crey6 que podria ser una condicion equivalente a la de ser libre de torsion. Sin embargo, esto fue desmentido por
primera vez en [28] y poco después Promislow en su articulo [27] dio un ejemplo mds sencillo de un grupo sin
producto tnico libre de torsién, que en ocasiones se le conoce como el grupo de Promislow, este es

P =(zy|lz r=y 2y aty=2"2).

Después, en [5] se generaliza el resultado de Promislow para la familia de grupos
P, = <:c yla e =y y ety = :c’2> ,
Configuramos para 1 < i < ok yo<I< 2k _ 1, los subconjuntos

Xo={a7" 27y},
Xi={ya Y |0<j<2" 41,
V= {ylzy’ [1<j<2F 41},
Zo={y | -2" <j <2},

de Pg. Si llamamos

2k—1 2k 1
r=|UJxi|ulUY|va,
i=0 =0

entonces Carter demuestra en [5] que para cada g € T'T, se cumple np.p(g) > 1, dando asi el resultado. El
método usado por Carter para demostrar que 77" no tiene producto tdnico, es muy elegante, se basa en progre-
siones en la grafica de Cayley generada por el grupo. Es decir, representando puntos en el espacio y haciendo
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progresiones a través de la grafica, lo que se busca son ciclos y asi completar dos formas de ir al mismo elemento
del grupo. Por ejemplo, para el grupo Py, se puede tomar la progresién Zo = {y~2,y~ !, 1,4, 4%} que genera los
movimientos siguientes en la grafica

y Y y y

g /> 1 — 1 — 9

y ~— ~— &/y\\_/y
y~! y~! y~! y~!

donde solo los elementos 2 y »2 no son “alcanzables” por dos elementos, por lo que es necesario buscar otra
manera de llegar a través de progresiones (en los generadores). Asi pues, en este caso es posible usar las relaciones
para llegar al elemento 32 de otra forma.

Yy Yy
A — 2
x%@”y
CE_l
T

Y y Y
—9 ] =4 — = _— = 9
vy o -t~ Y<_ Y

y~! y~ ! y ! y~t

Por supuesto, al momento de agregar mds elementos a los conjuntos, es necesario generar mds ciclos para
los nuevos elementos, hasta que todos los elementos puedan estar en ciclos. Realmente lo anterior es una idea
simple, pero con cuidado puede ser llevada de manera adecuada.

En este texto s6lo se dard una prueba para otro grupo con conjuntos mds pequefios que no tienen producto
unico. En [35] se analiza un grupo que satisface no tener la propiedad de producto tinico. Mds atin, los conjuntos
que no tienen esta propiedad tienen una cardinalidad relativamente pequefia, siendo esta igual a 8. Aquf se analiza
este grupo, aunque con diferentes métodos a los realizados en [35].

Retomando el Ejemplo 3.2.16 del grupo libre de torsién de la botella de Klein en las siguientes dos presen-
taciones G1, Go.

G1:<r,x|r2:m2>,

Ga=(s,y|s’=y7?).

Como se vio antes, para cada caso, los grupos GG1 y G2 son productos amalgamados de (r) con (z) y (s) con
(y), sobre los subgrupos <r2> , <x2> , <52> , <y2>, que son isomorfos a Z. Las funciones de pegado cumplen
$1(r?) = 22y ¢o(s?) = y~2. Es decir, G1 = (1) x7 (x) y G2 = (s) 7 (y).

Por el teorema de la forma normal, todo elemento en GG1, G tiene una forma normal, por lo que es posible
evitar el problema de la palabra. En ambos casos, ya que las transversales en cada caso constan del elemento
neutro y el generador, cada elemento de (71 y de G5 estd identificado por su tnica forma normal,

2n1,.€ e
721 €1 2

rlare. .. rat?,

23Sy sy L. sy,

1

~

donde¢; € {0,1} yn; € Z,parai = 1,2,3,4.Seana = rz~' y b = sy~!, se mostrard que <a, {L‘2> = <b, y2> =

Z2. En realidad todo es andlogo para los dos grupos, por lo que sélo se verd el caso <a, x2>. Primero, para ver

que a, 22 conmutan, calculamos

r%az® =z 2 (re Da? = r Prate = r e = v =

CAPITULO 3




En general, usando argumentos andlogos se ve que para todo g € Gy se cumple r2g = gr?y 2%2g = ga°.
De igual manera, en G, los elementos s2,y? (y sus potencias) conmutan con todo elemento g € G5. Ahora,
evidentemente, para cada potencia de 2 su forma normal es 7. En el caso de a se tiene

a=rz t=ra e =rr"%z =r"2r

y si suponemos que a” = r~2"(rz)"™, entonces

an+1 _ a(ern(T,x)n)
= (re” 1) (r " (ra)")
_ —1_.—2n
=rz a7
= rz 2 pg)"
= rx " 2y (rz)"

72(n+1)x(

ra)"

=rr ra)"

= T_Q(”H)m:(m:)”

_ T—2(n+1) (T:E)n+1.

Lo que implica entonces, por induccién, que (z2)™ # r~2"(rz)® = a", para cada m entero y n entero
positivo, lo cual es suficiente. Pues si (22)™ = a™ para un entero n negativo, entonces, (2)~™ = a~", donde
—n es un entero positivo. Asf, ninguna potencia de a es igual a alguna potencia de 2. Ya que a, 2 son de orden
infinito, conmutan y no comparten potencias (distintas de cero), entonces Z* = (a, 2?).

Andlogamente <b, y2> ~ 72 <a, 1:2>. Otra observacién importante es que de hecho, <a,x2> , <b, y2>
son normales en 1, G2, respectivamente. Para ver que <a, x2> < (31, sélo hay que verificar la normalidad en
los generadores, es decir, r1 <a, :c2> r C <a, 1:2> y x1 <a, x2> r C <a, :c2>, pero a su vez, ya que g_lhg =
g thgg thgy g th=tg = (¢ 'hg)~! paracada h,g € G1, solo hay que verificar lo siguiente,

:L'_lax,x_lx2x,r_1ar, rta?r e <a,:):2>

Esto se verifica en cada caso,

1 2 2

1 r=zz?r=zr?r=ar ' =(ra7 ) =a! € (a,2?).

» v lax =2 (ra ) = 2~

w g2 =22 ¢ <a,x2>.

» rlar = (az) ta(az) = 27 ra taar = 27 ar = a7t € (a,2?).

» rla?r = (az) 2P (ax) = 2 e 2Par = 2 e?a  aw = 2 € (a, 2?).

Andlogamente, para el caso <b, y2> < (G9, se requiere verificar lo siguiente,
y_lby,y_lyQy, 3_1b8, s_lyQS € <b, y2>.

Esto se verifica en cada caso

ny by =y sy Dy =y ls=yy s =ysPs = ys st = (sy )T ly Tt = b7yt € (b,97).
=y Py =y? € (b,y?).
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1 2

n s s =5 sy Ds=y s =yy ts=ysPs =ys st = (sy ) ly Tt =bly T € (by?).

w sTlyls=s5TlsT2s =52 =92 ¢ <b, y2>.

Asi que (b, y*) < G. Con todo lo anterior, ya que (a, z?) = (b, y*) = Z?, se toma el producto amalgamado
mediando la funcién de pegado ¢: (a,2?) — (b,y*) tal que ¢(a) = ¢p(rz ') = y? y p(z?) = b = sy ', es
decir:

2 2 .2 -2 . —1 2,2 -1
G:G1*22G2:<r,x,s,y|r =z, =y “rxT =y ,x° =sy >

= <7“7337579 ‘ 72 = $27 SQ = y72,7’ = yQCC,{IIQy = S> = <‘T7y ‘ (y2x)2 = $2, ($2y)2 = y72> .

Si K es un campo, ya que Z es abeliano, K7 satisface la condicién de Ore. Puesto que Z es abeliano, todo
subgrupo de Z es normal, y ya que Z es un grupo con producto nico, K Z no tiene divisores de cero. Los grupos
G'1, G5 son ambos de la forma Z xz Z, asi que por el Teorema 3.3.5, los anillos K G y K G4 no tienen divisores
de cero. A su vez, ya que <a, x2> = <b, y2> >~ 72 son abelianos, satisfacen la condicién de Ore. Ademds, K G,
K G5 no tienen divisores de cero, y se cumple (a,2?) < G1, (b,y*) < Ga. Por el Teorema 3.3.5, el anillo KG
no tiene divisores de cero. Ademads, G es producto amalgamado de grupos libres de torsion, por lo que por el
Corolario 1.3.8 es libre de torsién. Como a = rz~!, se tiene r = ax y entonces r pertenece a la clase lateral
<a, 3:2) x. Yaque 22 € <a, w2>, un conjunto transversal para G; sobre <a, 3:2> es 71 = {1, z}. De manera similar,
un transversal de G2 sobre <b, y2> es To = {1,y}. Asi, en G, todo elemento tiene una forma normal tinica como

x2n1an2x€1ya:y coexy®?,
donde ny,ng € Zy e1,e9 € {0,1}, pero debido a la identificacién a = y2, la anterior forma normal se puede
reescribir de la siguiente forma,

x2n1y2n2x81yxy . -’I;y
Enrealidad, ya que 22 = (y%z)? = y2zy’zyy~? = (2%y)? = 2?yz?y, suceden si y solamente si g2z~ = 32
y yx?y® = 22, se puede reescribir la presentacion del grupo G de la siguiente manera,

€2

G = (z,y|aya™" =y 2 ya?y’ = 27)

Sean entonces

2

A= {127 2,y 2 y 2ayz, 2%y, 2Pyx, y 22y},

B ={1,z,2% y,2y,y 2yz,y’ vy, y 2z}

Los elementos mostrados de A son diferentes entre si, lo mismo que los de B, pues todos estdn en su forma
normal, exceptuando 2! = 2~2z. Probaremos que AB no tiene ningin elemento con producto tnico. Para ver
lo anterior, de la presentacién de grupo, se puede verificar

222l = 2y 2
L
ya? = 2y

para j, ! € Z. Estas relaciones se pueden usar para reescribir

y_2xyx = mygyac = my3x,
y 2ay = ay’y = xy’,

y21:yx = :I;y_2ym = l‘y—lI.
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De esta forma podemos expresar los elementos de A y B en la siguiente forma:

A = {]" x_17 :B, y_27 :L‘y?):[:, ':I:Qy? x2yx7 xy3}7

B ={l,z,2%y,2y,y ‘o, xy tx,y 2x},

de donde, trivialmente, los siguientes productos son iguales en AB.

Lo que en total da 19 - 2 + 1 = 39 productos que no son dnicos en AB. Como |A| =
de productos en AB son 8 - 8 = 64, por lo que resta verificar 64 — 39 =

Ntimero | Producto Producto 1 Producto 2 | Producto 3
1 1 (1,1) (z71,2) -
2 T (1,x) (x~1 2?) (x,1)
3 x? (1,22) (z,z) -
4 y (1,y) (z~, zy) -
5 Ty (1, zy) (z,9) -
6 y e Ly '2) | (@' ay o) -
7 zy lz (1,zy ') (z,y 1) -
8 yw (1,y~*z) (y % 2) -
9 3 (z,2%) (22y,y~1x) -
10 %y (x,zy) (2%y, 1) -
11 ny_lx (z, 2y~ 1z) (2%y,y%x) -
12 i (zy’z, 1) (zy3, x) -
13 xS’ (zy3x, ) (3, 2?) -
14 zy’ry (zy’z,y) (zy®, zy) -
15 vydey x| (vyPz,y i) | (29, oy te) -
16 z2yx (2%y, x) (2?yzx, 1) -
17 x2yx? (2?y, 2?) (xyz, x) -
18 a?yay (z%y, zy) (z%y,y) -
19 ?yry x| (2Py,zy~ ') | (2Pyz,y o) -

| B| = 8, entonces el total
25 productos, los cuales son

(z71,1) (zhy | @ hyte)| (7hy o) (z,y %x)

(v, 1) (y=2 %) (v~ y) (y=2,zy) (v y ')
2oy o) | (v 2y %) | (@flzay) | (@fzyn) | (syiz,27)
(:vy ooy tz) | (@Pyy) | @Pyxay) | (et ylz) | (@fyay i)

(zy°,1) (2yz,2?) | (ay’,y ) | (2®yz, zy~'2) (2, y)

Se verifica entonces, ya que y22y> = 272, la siguiente relacion:

562 —3,.—2 —1.

= (y2?y?) =y P2y

. De esta manera, se puede escribir el primer producto como

(@) =2

Asi, 32y = o2

2 = 2y’2?y = (2°7) (2y).

rr
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Abhora, para los demds productos se tiene lo expresado a continuacion.

= zx %y = 2(y’2*y)y = wy’a’y’ = wylray’ = wylay e = (2y’a)(yn),

( (y) =2y
(@ Yy t2) =z ly e =22ty e = 2(yP2?y)y e = 2yt = (ayPa)(2?),
(z Yy 2z) =2y 2 = a2y 2 = 2(yP2?y)y Cr = ayty e = (ayia) (zy ),
(2)(y%2) = 2y 2z = 22y = (2%y)(y),
(v )(1) =y 2 =y Py =y P %2y = y P (yP2ly)2?y = ?y2’y = (2Pyz)(zy),
(y 3)(2?) = y 2oz = vy’z = (zy®)(y '),
() =y ' =y ta %2 = y Hyay?)2® = 2%y*2? = 2PyyPar = 2Pyay Pa = (2¥yx)(y o),
(y ) (zy) =y 2zy = ay’y = (zy°)(1),
(v )y 'e) =y 3z =y 32720 = y 3 (yPa?y)2® = 2¥ya® = (2%yz)(2?),
(y ) (xy o) = y 2oy e = ayPy e = aydy e = (2P) (y %),
(y Ay 2z) =y 'z = 2?2 %y e = 2 (ya?y® )y e = 2Pyay e = (2Pyx) (zy e,
(v )y 2z) =y tz = 2y* = (xy®)(y).

De esta forma, todos los productos sobrantes también tienen otros productos iguales. En la siguiente tabla se
muestran todos los productos faltantes.

Numero | Producto Producto 1 Producto 2 Producto 3
20 r1 (x=1,1) (zyz, 27y) -
21 “ly (z71y) (zy’z,y ) -
22 rly ! (x= 1y 1) (zy3x, 2%) -
23 2z | (a7 y2%2) | (zyir, 2y o) -
W wm | @y | @y :
24 y~? (y=2,1) (z*yz, zy) -
26 y 2a® (y2, %) (zy®,y~ 1) -
27 y (v %) (2?yx,y 2x) -
28 y 2y (y=2,zy) (zy°,1) -
29 y iz 2y 'z) | (Pyz,2?) :
30 |y Cay e | (ytaya) | (wytyCn) -
31 y (2 y %) | (Pyz,ay'z) | (2°,y)

Por lo que ningiin elemento en A B tiene producto tinico. Aunque es interesante ver que no todos los nimeros

n..p(g) son pares, pues hay dos elementos que tienen este valor igual a 3, que de hecho, tienen que ser diferentes,
pues [Fo G no tiene divisores de cero. Es importante ver también, que de hecho, como se reescribié antes,

2

2? = (yP0)? =yt = -2 _ —1.2

r=y’ry’ = y =2 ly’n,

por lo que la primera relacién puede ser cambiada por 42 = x~'y?z. De esta forma, también se puede ver
P = G xz2 G y modificando las potencias adecuadas, P, = G #52 G1, para cada k € N. Lo que a su vez,
andlogamente a lo que se hizo en esta seccion, implica que cada Py, no tiene divisores de cero.
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Como se vio antes en el Ejemplo 3.2.16, las presentaciones dadas para los grupos GG1 y GG son presentaciones
conocidas del grupo fundamental de la botella de Klein, que como se vio es un grupo libre de torsion y al ser
ordenado por la izquierda satisface la propiedad de producto tnico. Es interesante, pues deja claro que productos
amalgamados de grupos con producto tGnico no tienen porque ser grupos con producto Gnico y més ain porque
estos ejemplos tan representativos que no satisfacen la propiedad tienen de alguna manera “metido” este grupo.

Otro punto relevante a considerar es que el grupo GG de Soelberg no es isomorfo a ningun grupo Py. Primero,
considerando los cocientes P,/ P} y G /G,

G/G = {z,y | (y*2)* =22, (2%y)? =y 2 ay =yz) = (2,y | y* = L,a'y* = L, oy = yz)
=(z,yly*=La'=lLay=yz) XZ/A®Z/4,
_ k _9ok _ _ k+1
Pk/Pé=<w,y\w Wr=y y aty =2 Q,wyzysﬁ>=<x,yly2+ =1,x4=1,$y=yfc>
~7/2" ¢ 7,/4,

por lo que P/ P}, = G /G’ siy s6lo si k = 1. Por la Proposicién 1.1.9, el grupo G no es isomorfo a P si k > 2.
El caso k = 1 se verifica en el Cédigo A del Apéndice.

Teorema 3.4.1. Sea G = (z,y | (y?2)? = 22, (2%y)? =y %) = (z,y | zy?z ! =y~ 2, ya?y® = 272).
a) G no satisface la propiedad de producto iinico.
b) G 2 Py para cada k > 1.

c¢) G satisface la conjetura de divisor de cero de Kaplansky.
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4 LA CoNJETURA DE LA UNIDAD

Diversos avances y esfuerzos se han realizado para resolver las tres conjeturas de Kaplansky. Recientemente,
una de las tres conjeturas fue resuelta como falsa, pues fue dado un contraejemplo para un grupo conocido del
capitulo anterior como P, el grupo de Promislow. En este capitulo, se analiza el contraejemplo dado, desde
diferentes perspectivas y se abunda un poco en el trabajo posterior a la resolucién de este contraegjemplo.

4.1 El Contraecjemplo de la Conjetura de la Unidad

En un articulo de 2021 [10], Giles Gardam resolvié por primera vez una de las tres conjeturas de Kaplansky,
la conjetura de la unidad. La respuesta fue negativa y mds auin, el contraecjemplo dado satisface las otras dos
conjeturas de Kaplansky, por lo que no dice nada concreto acerca de estas.

El contraejemplo dado por Gardam usa el grupo P; dado en la seccion anterior, que por convencién y si-
guiendo la notacion que se le ha dado recientemente en este documento, se toma con generadores a y b. Es decir,
se toma el siguiente grupo.

P ={a,blaVPa=b"2b"a’b=0a"?).
Gardam demostr6 que el anillo de grupo Fo P tiene una unidad no trivial. Poco después al resultado de Gardam,
Murray [23] generalizé un poco maés el resultado para caracteristicas mayores y recientemente, el mismo Gardam

dio un contragjemplo para caracteristica cero en [11]. En esta seccién se analizan todos estos contrajemplos
encontrados para el grupo P;.

Para el resto de esta seccidn, siempre que se tomen a, b, se refiere a los generadores del grupo P;. Ademads
se toman, © = a2,y = b y 2 = (ab)?. Primero es importante notar que z, ¥, z conmutan entre s, pues se tienen
las siguientes relaciones:

V=) =a % y o= 0"ta?b) =b" a"%,
las cuales a su vez implican las siguientes relaciones que dan pie a la conmutatividad de z, y, z entre si.

lyr =a%%d® =a ta WPaa = a (0 Da =02 = .
z 7z = a7%(ab)?a® = a%ababb1a"?b = " tbaTb = a7 tba%ab = a7 'b(b a®b)ab = (ab)? = 2.

y 2y = b7 2(ab)?V? = b 2ababb® = (ab’a” Haba(a b 2a)b = abab = 2.
Ademds, también es importante ver de la presentacién de grupo que ab=2 = b%a y ba~2 = a?b. También
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para cada x, y, z los generadores de P; actian de la siguiente manera. Primero con a se tiene
a tza =a"ta’a =a® = T,

1 71b2

a “ya=a !

a tza = aY(abab)a = baba = ba" 'a*b?b 'a = ba"'v?a*b la = bb2a b e 2a

=b a7 e = (b2 = (ab) 2 = 27

a=a tab 2 =b"2= Y-

Mientras que con b se cumple
b lab=b"1a’b=b"tba 2 =271,
b lyb = b2 = b? =y,
b lzb = b7 (abab)b = b~ rabab® = b tabb 2a = b tab la = b e a?b la = b e b a2

=bla bl = (b a2 = (ab) 2 =27

De lo anterior se tiene entonces que

ar = xa, bx™" = xb,
ay™ = ya, by = yb,
az"! = za, bzt = zb.
Otra relacidn util que se utilizard m4ds adelante es la siguiente:
ba =b(za ) =27 ba™ = 27 yb Ha T = 27 ybHab) Tt = 27 lyzab. 4.1)

Sea ahora un campo K. Bajo lo anterior, se obtiene que los elementos x, ¥, z generan un subanillo conmutativo
K{z,y,z) de K P;, que de hecho es muy representativo de este, como se ve a continuacion.

Proposicion 4.1.1. Si 0 € K P, entonces existe una iinica 4-tupla (p, q,r,s) € K{zx,y, z>4 tal que
0 = p+ qa + rb+ sab.

Demostracion. Basta con ver que cada elemento g € P; se puede representar de forma tnica de alguna (y sélo
una) de las siguientes formas ¢ = ha,g = hb,g = hab 6 g = h, para algin h € (z,y, z). En particular, por
la conmutatividad de z, v, z, el elemento h debe ser igual a *y°27, para algunos «, 3,y € Z. Sea g € Pi.
Entonces, como se observé en la Seccion 3.4, por el teorema de la forma normal, g se puede expresar de forma
tnica como

g = zFy'vraba .. . ba® = :Ukylbalz"(ab)€2a53, (4.2)
donde k,l € Z,n € NU{0} y e1,e2,e3 € {0,1}. Se tiene cada uno de los siguientes ocho casos.
m ¢1 =0,e9 =0,e3 = 0. Entonces, g = xkylz” € (z,y, 2).

m ¢1 =0,e9 =0,e3 = 1. Entonces, g = xkylz”a y se tiene la forma deseada.

m ¢1 =0,e9 = 1,e3 = 0. Entonces, g = a:"‘ylz"ab y se tiene la forma deseada.
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m ¢1 =0,e9 = 1,e3 = 1. Entonces, g = a:kylz”aba y de acuerdo a (4.1),

1 k—1 l—lzn—l-lxb

zaab = 2"y =1 nt1p,

g = 2"y 2"aba = 2yl 2ax Ty ab = 2Fyl2t ey =2ty

obteniendo la forma deseada.
» g1 = 1,69 =0,e3 = 0. Entonces, g = 2¥y'bz" = x*y'2~"b, obteniendo la forma deseada.

» £y = 1,69 = 0,e3 = 1. Entonces, g = 2¥y'bz"a = 2¥y'27"ba y se tiene lo siguiente:

g= xkylz_nba — xkylz_":r_lyz_lab — xk_lyl+1z_"_1ab

obteniendo la forma deseada.
s g1 = 1,69 = 1,5 = 0. Entonces, g = 2*y'bz"ab = xz*y'2~"bab, por lo que de acuerdo a (4.1)
g= SUkylZ_anLb — CCkylZ_n(CC_lyZ—lab)b — l‘k_lyH_lZ—n_la

e an oo F D e B

Y
Y

obteniendo la forma deseada.
» £; = 1,69 = 1,63 = 1. Entonces, g = 2*y'bz"(ab)a = xFy'27"(ba)? = z¥ylz~"(x 7 yz"1ab)?, luego

n,,—1

g= mkylz_ T yz_labm_lyz_lab — fL‘k_lyH_lZ_n k—1 l+12_n_1,_’1,‘

“Lazyzbab = zF Yy y 1z tabab

= 2Pyl (ab)? = 2Pyl € (2, 2)
Realizando los pasos inversos hechos antes se puede observar que un elemento de la forma 2%y”27g, con

g € {1,a,b,ab} y a, B,y € Z tiene una forma normal determinada por cada uno de los casos que se dardn a
continuacién. De acuerdo a (4.2), ya que la forma normal es tnica, se obtiene la unicidad.

Caso Forma Normal
7>0,g=1 akylzn
v<0,g=1 | 2Fy'bz"(ab)a
v>0,9g=a xkylz”a

v<0,g=a | zFy'bz"(ab)
y>1,9=0 | 2Fy2"(ab)a
y<1l,g=0 Pyl
v>0,9g=ab | zFy'2"(ab)
v <0,9g=ab zFylbz"a

O]

Una notacién ttil introducida por Murray para los elementos de K (x, y, z) es lasiguiente. Dado p € K (x, y, z),

denotamos por p,, py, p. a los elementos en K (z,y, z) resultantes de remplazar x,y, z por =y~ 271, res-

pectivamente. Las expresiones como pgy, Ps-, Py- también son el resultado de remplazar inversos, pero ahora
para ambos, x,y o x, 2 0 y, z respectivamente. Andlogamente se definirfa p,,,.. Por ejemplo, sip =z + y + z,

pr=3 "4y + 2, py=x+y ' +z, p=x+y+z
p:cy:xil"_yil"’_zv pxzzxil"ky"‘zila pyz:x‘kyil%‘zil
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y también py.,,. = 2~ 4+y~1 4+ 271, Por las acciones vistas de los elementos a, b sobre x, , z se tienen entonces
que para cada p € K (z,y, z) las siguientes relaciones.

ap = Py-a, bp = pz:0, (ab)p = apg.b = pacy(ab)- (4.3)

En la siguiente proposicién expresaremos la existencia de una inversa en K P; en términos de existencia de
solucién a un sistema de ecuaciones en K (z,y, z).

Proposicion 4.1.2. Sean 0,1 € KPy tales que 0 = p+ qa +rb+ sabyn = p' + ¢'a + r'b + s'ab, con
pq,r, 8,0, 1, s € K(x,y, z). Entonces n = 1 si y sélo si se cumplen las siguientes cuatro igualdades.

Pp + zdq. + yr're. +  28'sgy =1,
p,q + q,pyz + l‘_lz_lrlsxz + y_lslrxy =0,
pPr 4+ xd'sy. 4+ 1'pas + yilzs’qmy =0,
p's + ¢ry: + 2y g+ Sy =0.

Demostracion. Realizando la multiplicacion 0, se obtiene lo siguiente:

n0 = (p + ¢'a+1'b+ sab)(p + qa + rb + sab)
=p'p+p'qa+ p'rb+ p'sab
+d'ap + ¢'aqa + ¢'arb + ¢'asab
+1r'bp + r'bga + r'brb + r'bsab
+ s'abp + s'abga + s'abrb + s'absab

Utilizando las relaciones de (4.3) para llevar a una forma tnica de acuerdo a la Proposicién 4.1.1, se reescribe el
anterior sistema de la siguiente manera:

nf = p'p + p'qa + p'rb + p'sab
+ ¢'py-a+ q'qy.a® + ¢'ry.ab + q'sy.a’b
+ 7' Pasb + 1 quaba + 7'y b? + ' s5.bab
+ 8'pryab + §'qryaba + s'ryyab® + §'s4y(ab)?
=p'p+p'qa+p'rb+p'sab
+ ¢'py-a+ ¢ qyx + ¢'ry2ab + ¢'syxb
+ 7' pb + 7 quba + 7' ryy + 155 bab

+ 8'payab + 8 qoyaba + s'royay + 'szyz.
Ahora, utilizando la relacién (4.1) y las acciones de a y b sobre x, y, z se tienen las siguientes relaciones.

' qp.ba = r’qwszlyzflab,
r'sp,bab = r’sm(a:_lyz_lab)b = r/smx_lyz_lay = r’smm_lyz_ly_la = r'smx_lz_la,
§'qzyaba = s’qmya(a:_lyz_lab) = S'qux_ly_lzaQb = squya:_ly_lz:nb = s’qmyy_lzb,

s/rxyay = s/rxyyfla.
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Con las relaciones anteriores, el cédlculo anterior de nf y la conmutatividad de K (z,y, z) se tiene entonces la
siguiente factorizacion.

n0 = (p'p + 2q'qy> + yr're. + 28 szy)

+ p,q + q,pyz + 1z lrlsa:z +y lslrxy)a

/

(
+ (plr + xq,syz + r/pa:z + yilzs qg&y)b
+ (s + q'ry. +x yz 0 qus + 8'puy)ab.

Por la Proposicién 4.1.1, la forma anterior es tnica, por lo que nf = 1 si y sélo si el coeficiente de 1 es 1 y los
coeficientes de a, b, ab son cero, obteniendo el resultado. ]

El resultado anterior convierte el problema de las unidades en K P; a un problema de cdlculos en un anillo
conmutativo, lo cual facilita el proceso. En este punto, se hace notar la forma en que Murray en [23] pudo reducir
el problema atn mds hacia el cdlculo de operaciones solo en K (z). Esto se observa en el siguiente resultado,

en el que se usa la notacién w* = w, para un elemento w € K (z), donde w, es como se introdujo antes para

elementos en K (x,, z), es decir, se sustituye z por z~! en w.

Proposicién 4.1.3. Sean wi, wo, ws, wy, ws, we, wy € K(z) distintos de cero que cumplen las siguientes rela-
ciones.

wrwy = 1,

wiw3 = wiws = wrwe + wiwy + 4wgws,

WHWy = WiwW4 = WeWe,

wiwy = wiws + wiws,

WHWs = ZWsWa = W3W4 = 2W W3 = WeW1 + 2wiwe — (Wiwg + zwjiws),

wiws + zws * w3 = wiwy + zwjwr + 4(wswy + zwiws).
Sean también

z)(1+ y)ws
g=1+2) (@ +y Dwa+ (1+y Hws
r=1+y (2 +yws+ (1+z)ws

p=(1+
1+
1+
s—(4+x+a: Yy + vy Hwe + wr,

y ademds, sean p' = x'py., ¢ = —x7'q,r" = —y~'r,s' = 27 's.. Entonces (p + q'a+1'b+ s'ab)(p + qa +
rb+ sab) = 1. Mds aiin, p + qa + rb + sab es una unidad no trivial en K P;.

Demostracion. Por la Proposicién 4.1.1, 1a forma p+ ga + b+ sab es tnica, por lo que para ver que es no trivial,
basta con ver que existen dos sumandos distintos de cero en p. Reescribimos

p=14+z+y+zy)w =w + zw + yw; + xyw;.

Al ser (x,y, z) un grupo ordenado por el Ejemplo 3.2.14, es de producto tnico y no tiene divisores de cero.
Asi, ya que por hipétesis w; # 0, cada sumando en la expresion anterior es distinto de cero. Ademds w; es
linealmente independiente a zw1, yw;, zyw; ya que w; € K (z), por lo que hay dos sumandos distintos de cero.
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Asi, p+ ga+rb+ sab es no trivial, resta ver que en efecto es una unidad. Para ello se hace uso de la Proposicién

4.1.2 y se verifica cada una de las ecuaciones.

p/p + Xq/qyz + yr/rxz + ZS,Sxy =1

Se toma o = p'p + xq'qy. + yr'ry. + 25'syy y desarrollando la expresion,

a=p'p+rq gy + yr're. + 2852y
= (xilpyZ)p + x(_xilqmyz + y(_?/ilr)rwz + Z(Zilsz)sxy
=z (1 +2)(1+y Dwil[(1+2) (1 + y)wi]
— [+ a) @y Dwe + (L y w1+ ) (@ +y)ws + (1 +y)ws]
[ +y D@ +yws+ A+ 2)ws)[(1+y @ +y)wl + (1 + 27w
+d+z+e +y+y Hwi+wi[d+z+2 +y+y Hws + wrl.

w
1

De lo anterior, desarrollando todos los sumandos,

a=z"'(1+z)*(1+y (1 +y)wiw
—(1+2)@ " +y D +ywows — (1 +2) (@ +y ) (1 + y)wow;
— (1 +2) (@ +y) A+ y Dwsws — (1+y~ 1)1+ y)wsws

— 4y @ +y) @ +yuww — 1 +y )@ +y)(1+ 27 Hwsws

— A 4+2)1+y Y+ y)wsw) — (1 +2)(1 + xil)fw5w§
+@+e+r +y+y D wgws+ Atz +a +y+y Dwgwr
+@+r+at +y+y Hwiws + wiwy.

Por la segunda relacion de la hipétesis,

—(1+y H(A 4+ y)wswi — (1 +z)(1 + x_l)w5w§ = —(1+y HA +ywsws — (1 +z)1 4271

“[A+y HA+y) + (T +a)(l+a"
—2+y tHy+2+z+z Hwsws
—Ad+z+a +y+y Hwswd,

de donde la expresién

—(1+ y’l)(l +y)wsws — (1 +z)(1 + xil)w5w§ +d+z+ Tty + yil)ngwG

A+t vy -ty Dwiur+ @+t oy + oy Hwiws,

puede ser escrita como

—[dteta tyty wgwi+ G+t vy +y ) wgws+ G+ Hy+y ) (wiwr + wiwe).

Factorizamos para obtener

dtz+a +y+y ) [-wswi+ @ +a+a +y+y Hwgws + wiwr + wiwe),
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pero puesto que de la segunda relacion de la hipétesis obtenemos —w3ws +wrws +wgwr +4wgwe = 0, entonces
la expresion es igual a
Utzta +y+y Ne+a +y+y Hwgws. (4.5)

Ahora bien, para la siguiente expresion
T2’y ywiwr — L)@+ y) Ly Dwsws — (L) (L +y ) (@ + y)wswl,
factorizamos
e (142 (1 +y A+ ywiwr — [(1+2)(@ ™ +y)(1+y™ )] [wsw] + wsw)].
Por la cuarta expresion de la hipétesis, se puede escribir
e (1 +2)*(L+y™ (A +ywiwr — [(L+2) (@ +y)(1+y ™) ]wjw,

y asu vez
e 1+ 2)(1+y) — (@7 )L+ y (A + z)wiws.

Puesto que 2 (1 +2)(1 +y) = (1 4+ 27 )1 +y) = 1 +y + 2~ + 'y, la expresion anterior se puede
expresar ahora como
(1427 9)(1+y~1)(1 + 2)wfwr.

Asi, con la reduccion anterior, la reduccién hecha de (4.4) a (4.5) y el hecho de que w;w7 = 1, se puede escribir
(& COMOo

a=(1+ xily)(l + yil)(l + x)wijw;
— (42 (@ +y D)+ y)waws — (L+2) (@ +y~ 1)1+ y)waws
— (A +y P+ )@ +ywaw; — A+y (@ +y)(1+ 2 Hwaws
+@+a+r +y+y e+ +y+y Duwfws + 1.

Ahora, para la expresion
(1427 (1 +y )1+ 2)wjwr — (1 +2)(@ " + ™)1+ ywawi — (1 +y ™) (@ + 1)1+~ wgws,
ya que se cumplen las siguientes relaciones:

I+2) e +y Nl +y) =0+a) @ +y Dy +y ) =0+2)(yz '+ (A +y ),
I+y De+y)(l+zH)=0+y Na+yz'Q+z)=(1+y 1)(1 +ay)(1+ =),

entonces la expresion se puede escribir de la siguiente forma.
I+l +y D+ 2)wfwr — [T+ y (1 + 27 y) (1 + 2)][wow] + wawi=].
Factorizamos para obtener
[(1+y™ DA+ 27y (A +2)][wiwr — wowi — waws+].
De la cuarta relacion de la hipétesis se tiene también
wiwy = (wiwi). = (waws + wjws): = (w3)z(ws): + (Wi):(ws): = wawz + waws,
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por lo que asf,
(1 +y™H (@ + 27 y) (L +2)][wjwr — waw] — waws+] = 0.

Con lo cual, « se puede expresar como
a=—1+z)* @ +y ™+ y)wws
(1 +y @+ y) ! + y)wsw]
+@+r+a +y+y D+ +y+y Duwgws + 1.

Usando las relaciones 7! +y ! = {1 + 2y Hyz +y =yl + 2y~ ') y wow} = wyw], obtenemos

a=—[r ' (1+2)? +y(1+y ) + 2y @™ +y)wows
+@+z+rt+y+y e+ +y+y Hwiws + 1.

Ademds, usando las siguientes relaciones:

s 1+ 2 +y(l+y P =0+ H0+2)+Q+y)(l+y H =242+ +2+y+y ',
(I+ay Haet+y) =o' +y+y ' +u,

se puede reescribir o de la siguiente forma.

a=—-{A+z+a +y+y NE+a +y+y Hwws
+@+rta vy+y @+ vy +y Hwgws + 1.

Puesto que wowj = wewyg, entonces, o« = 0 4 1 = 1, obteniendo lo deseado.

P'a+dpys +x 1z s, +y sty = 0

Se toma 3 = p'q + ¢'py. + x 7127 r" s, + y~ts'ry,. Entonces

-1

B=0q+qpy.+x 2 s +y sy,
1

= (@ 'py)a+ (2 )y + 27 2T (—y T )50 + T (2T 82Ty

_12_1 1,-1

-1 Y
= —z Y TSyt Y T2 STy

Ahora bien, por la forma de s, se cumple s, = s, = s, = s. En particular, s,, = s, y ademds,

rey = (1+ y)(af1 + yil)w4 +(1+ $71)w5 =(1+ y)mflyfl(x +y)ws + x*1(1 + x)ws
=14y e @+ + 2 1+ 2)ws = 27 A +y Y (z + y)ws + (1 + 2)ws] = 27,

por lo que reescribiendo, obtenemos

1 1 -1 -1_-1 1,-1,.—-1

8= —x_lz_ly_ TSy Y 27 SpyTyy = —X 2 y_lrsz +y Tz s, r=0.

p/I' + XCllsyz + r/pxz + yilzsquy =0
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Tomando v = p'r + xq¢'sy, + 7'pys + y~L28'qyy, se tiene
v = p/r + xq/syz + Tlp:cz + yilzsquy
= (x_lpyz)r + x(_$_1Q)3yz + (_y_lr)pxz +y

= x_lpyzr — Sy — y_lrpa:z + y_lszqgcy-

1z(z_13z)Qxy

Ahora bien, por la relacién
pyz = L+ 2)(L+y Dwi =2y (1+27) (1 + y)w] = 2y paz,
se puede escribir «y de la siguiente forma:

Y= :L'_lpyzr — (qSyz — y_l'rpa:z + y_lszqg:y
= xil(xyilpwz)r —qSyz — yilrpxz + yilsz%cy
= y_lpzzr — (qSyz — y_lrpmz + y_lszsz = —(qSyz T y_lszqgny-

También se tiene lo siguiente:

Goy=(L+2 ) (@+ywr+ (L+yws=1+a Dayla™ +y Hws +y(1 +y Hws
=y(l+2)z ' +y Hwr +y(1+y Hws =y[(1 +2) (@t +y Hws + (1 +y Hws] = yg.

Ademds, como se dijo antes, s, = s, luego

Y= —qSy: + y_ISZQIy = —qs; + y_lsz(yQ> = —qs; +5,q=0.

pls + q/ryz + X_lyz_lr/QXz + S/pxy =0

Tomando § = p's + ¢'ry. + 27 y27 1y, + 8'pyy, reescribimos

§=p's+q'ry. + ety g, + s'pay
=@ 'py)s + (o )y + 2 Yz (=Y ) e + (27 52)Pay
=z (1 +2)(1+y D@+ +27" +y+y Huws + wr)
—a A+ 2) (@ +y Dwe + (L+y Dws][(1+ y) (@ +y Hw) + (1 + 2)ws]
—x Ay Dz y)ws + (1 2)ws][(1T+ 27 (@ +y Hws + (1 +y Hws]
+2 @+ o+ +y+y Dwg +wi][(L+ 2T+ y T .

Desarrollando los sumandos, se obtiene

S=a'(1+a)1+y Nd+z+2 +y+y Dwjws +2 (1 +2)(1+y Hwiwy
e (14 a) @y )+ )ty Dwwf — 2 (L4 2) @ 4y (L 2Jwaw
—z Y14y Y+ y) (@ +y Dwsw) — 271 +y (A + 2)wsws
—a 2T I+ y e+ )+ D@ +y Dwaws — 22 4y (@ +y) (1 + 5w
—a T (14 a) (1 +a (e +y Dwsws — 272 1+ 2) (1 4y~ Hwsws
tr e+ y+y DA+ ) +y Dwgwr + 27 1+ 27 ) (1 +y Hwhwr.
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Por la quinta relacion de la hipétesis, wiws = zwiwy = wiws = zwiws y ya que
2 5 3 4

Q+a) (@ +y Hl+z) =1+ )1 +ay )1 +2),
A+y DNe+yA+y H=0+y)Q+ay H1+y ),

entonces la expresion
—1 -1 —1 * -1_-1 -1 -1 *
—z (1+2)(z +y A+ 2)waws —z" 2 (1+x)1+2  )(x+y Hwsw;y
2 14y A+ y) (@ +y wsw) — 27T 1+ y ) (@ +y) (1 +y T waws
se puede expresar de la siguiente forma:

—a e (A4 (L) + (L4 y) (L y (L + 2y s
—a 42 ) + (L y )+ )]ty wdes,

W su vez, factorizando en la expresién anterior y ya que (1+z 1) (14+2)+(1+y) (1+y ™) = 4+z+2 Hy+y 1,
entonces la podemos reescribir
1,1 -1 -1 —1 —1y, *
—rm 2 [(Itay )+ (e+y )G +a+27 +y+y waws
=—z l+a +y ey @ e ey oy Hwsws

o bien,
— M+ YA +y Hd+r e +y+y Hwiws. (4.6)

Ahora bien, la expresién
—1 -1 —1 -1 * -1,-1 -1 -1 -1 *
—z (A+z)@ +y )A+y)@t+y Jwwy—a 2 (I+y )z+y) A +27 ) (@ +y  )waw;
se puede desarrollar de la siguiente manera

— (42 @ +y N +y)(@+y Dwawi — 2" (1 +y DA+ )1+ ) (@ +y Hwsws
=— [ +y Y +y)y ey + Dwawi + 27 (1 +y (L + 27y (@ +y Hwaws](1+ 271
=—z @ +y ) (ey + Dawgw) + (1427 y) (@ +y Hwaw3) (1 +y~ (1 +27)
=—z e+ +y+y Dzwmwi+ @+ +y+y Dwawd](1+y 1+ 27"
=—z Nzt +y+y DI +y D+ 27 [zwaw] + wyws).

Por lo tanto, la suma

s A4+ 4+y D4z +2 4y 4+ y Hwlws

+z et vy ry (L e+ y Dwgun
—a 1+ )@ +y A+ ) (@ +y Hwaw)

—a T 4y D@+ y) (27 @+ y D waws,

CAPITULO 4




puede ser escrita como

14+ YA +y Hd+r+at +y+y Hewiws
el (@te+aT Hy+y )+ +y g
2 e ra ry+y Ty ) [pwpw] 4 waws),

Factorizando, obtenemos

Tl Ha+y Hd+z+a +y+y D zwiws + wiwy — zwsw] — waw]
1

+4z7 (142 )(1+y Y zwaw] + waws),

Usando esto junto a lo anterior y la reduccién hecha en (4.6), se puede escribir

e (14 2)+y A +a+a Fy+y Hujws — 2 (14 2) (@ +y (L +y) (@ +y T waw]

2 (1 2) (@ ) (A + 2)wawy — 2T (L y (A y) (@ + YT wsw]

—a T 4y D+ y) A+ )@+ y Dwagws — 27! _1(1 +y D +y) (1 +y Hwgws

—z A4+ )M+ Y@y Dwsws + 2 A+ r oty HA + 27+ y Hwiw
como

A )4y DAzt Hy YT wdws
1(1—1—:1: 1)(1+y Da+z+az! +y+y Hzwiws + wiwy — zwew] — wyw}]
A+ ) +y

+ 4z~ )[pwow) + waws)].

Por la quinta relacién de la hipétesis, el primer y segundo renglén se anulan y la expresion se puede escribir
entonces como 421 (1 4+ 271 (1 4+ y~1)[zwew] + wyw}]. Reescribiendo § después de esta reduccion, se tiene
§ =421+ 27 H (1 + y Y [zwew] + waws]
+2 M1+ 2)(1 +y Hwiwr — 271+ 31+ 2)wzw
—r T 4 2) (1 + y HDwswl + 271+ 27+ y Dwiw,

o bien
0= 2_1(1 + x_l)(l + y_l)[4(zw2wz + waw3)]
M1+ YA +y Hewiwr — 271 +y (A + 27 Y zwswd
—z M (1+a ><1 +y Dwsws + 27 1+ 27 (1 +y Hwsw,
:z_l(l + :E_l)( )[4(zw2wz + wawy) + zwjwr — zwzwy — wWsws + wrwi),
que se anula por la sexta relacion de la hipdtesis. O

Después del anterior resultado, lo tinico que resta para encontrar una unidad en K P; es dar una familia
de siete elementos en K (z) que satisfagan las relaciones de la proposicion anterior. Murray hace precisamente
este proceso en [23] para encontrar estos elementos de K (z) resolviendo simplemente el sistema de ecuaciones.
Aunque Murray se encuentra con una dificultad cuando la caracteristica del anillo es cero, es capaz de dar una
familia de ejemplos para cada caracteristica positiva. Los elementos encontrados por Murray se enlistan en la
siguiente proposicion.
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Proposicion 4.1.4. Sean m,n € Z y sea K un campo de caracteristica positiva d. Consideremos los elementos
w1, We, W3, Wy, Ws, We, w7y € K(z) dados por

Zm+21 m)(l 721—2m)d—2’
1 Qm)d 2

w1
wy = 2"(1—

w3 = Zn(l + Z2m71)(1 _ Zlme)d727

m—l—n(l _ Zl—?m)d—2

I

wy = 2 s

ws = zn(zm + Zl_m)(l _ Zl—2m)d—27
we = (1 . Zlf2m)d72’
wy = 22" L

Entonces w1, wa, w3, wy, ws, we, wy satisfacen las relaciones de las proposicion anterior. Es decir, se cumplen
las siguientes igualdades.

wrwy = 1,

wiws = Wiws = wywe + wiwy + dwgwe,

WHWa = WiwW4 = WEWe,

wiw) = wyws + wiws,

WiW5 = ZWiWa = WaWyq = 2W W3 = Wawi + 2wijws — (Wawy + zwiws),

w3ws + 2ws * w3 = wywy + 2wjwy + 4(wywy + zwiws).

Demostracion. La primera relacién se cumple, pues wiw; = (22™71)(272m+1) = 1. Particularmente, por la
forma de los elementos se tienen las siguientes relaciones.

wy = (2" + zl_m)wg,

wy = 2" wg,
ws = 2"(1 + 22 Hwg,
+n

wy = 2" M wg,

ws = 2"(2™ + 217w,
A su vez, ya que 2™ (2™ 4 217) = 2?m~1 1 1, entonces 2™ tws = w3. Asf,
1-m

1w5) = wiws.

wiws = (2wl (2

Ahora bien, desarrollando obtenemos

“2mAl L Imel _ 9Ywiwe + dwiws. 4.7
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Ademads se tiene lo siguiente.

(z72m L 4 22m= _ wEwe = —(1 — 272 wdwg — (1 — 22 Hwiwe

- —(1— Z72m+1)(1 . 2172m)d72w

_1wg B (1 - Z_1+2m)d_1w6

1—2m)d—1(1 _ Z—1+2m)d—1wg _ (1 _ Z—1+2m)d—1
1

—~ o~ o~
—_
|
N
T
[
3
S~—
QU

We

w6 w6](1 71+2m)d71

1—2m(1 _ Zl—2m)d—2 o wﬁ](l _ Z—1+2m)d—1
Zfl+2m)d71

I—Qm[l _ Z—1+2m](1 _ Z—1+2m)d—1w6

Ya que K es un campo de caracteristica un primo d, entonces K (z) también lo es. Por lo tanto, (1 —

1 — zd(=1+2m) y lo anterior se puede reescribir de la siguiente forma.

(Z—Qm—i-l + z2m—1 1—2m(1 _ Z—1+2m)d

—2wgwe = z
_ Zl—Qm(l + (_l)dzd(—1+2m))w6

_ (Zlme + (_1)dz(d71)(71+2m)),w6

_ w?wG + (_1)dz(d71)(71+2m)w6.

We

También se obtiene la siguiente relacién:

(_1)dz(d—1)(—1+2m ( 1)dZ (d— 1)(—1+2m)(1 _ 1—2m)d—2
( 1)22,1 Qm( —1+2m)d 2(1 _ Zl—2m)d—2
— Zl 2m 1— 71+2m)d 2
= U)7'LU6.

Asi, combinando lo anterior con (4.8) y (4.7) se obtiene

—2m+1 + Z2m71

wiws = (z — 2wiws + dwiws = wiwe + wiwe + dwgwe,

g _ (1 _ Z2m71)(1 . 271+2m)d72

We

1—2m)(_21 2m)d—2(1 _ Z—1+2m)d—2 _ w6](1 _ Z—1+2m)d—1

Z—1+2m)d —

(4.8)

por lo que entonces se cumple la segunda relacion. La tercera relacién se cumple de acuerdo a lo siguiente:

wiwy = (27"wg) (2" we)wiwe = wiwe = 27" "2 T M wiwe = wiwy.

También se puede comprobar que
wiws + wijws = (27 "wg) (2" (1 + z2m71)w6) + (27 Mwg) (2" (2" + zlfm)wﬁ)
= (1 + 22" Dwtwe + 27" (2™ 4 2™ wiws
= zm_l(zl_m + 2" wgwe + 27" (2™ + zl_m)wgwg
= (zm_1 + z_m)(zl_m + 2™ wgws

*
== wlw]_,
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cumpliéndose entonces la cuarta relacion. Para la quinta relacion, se observa que se satisface

zwiwe = z2(27"(z7" + z_1+m)w§)(z”w6) = (z_"wg)(z”( 1=m 4 2™ wg) = wyws,
wiwg = (27" (1 + 272" i) (2" we) = (27" wg) (2" (2™ + 27 we) = wiws,
z

rwiwz = 2(z7™ " w) (2" (1 4 22 Dwe) = (27" wd) (2" (1 + 22 Dwe) = whws.
Ademds se obtiene la siguiente relacion:

wiwy + zwiwe — (whwy + zwiwa) = [(2™ 4+ 21+ 2(27™ 4 27 — (27 4 22T Jwhwe

( )
_ [(Zm + Zl—m) + (Zl—m + Zm) _ (Zm + Zl—m)]wgwﬁ
( )

— Z—nznz—m+1(z2m—1 + l)wzw(s

= [27"wg][2" 2™ + 22 Hwg)

Para la dltima relacion, se toma o = wiws + zwzw3 y se desarrolla de la siguiente forma.

= [27"(1 + 272w [2" (2™ 4 2™ we] + 2[z7 (2™ A+ 2T wg][2" (1 4 22w
(14272 ™ 4 217 4 (2177 4 2™) (14 22" wgwe

= [1+ 272 11 4 22 12" 4 2™ wiwe

(1+ = 2m“)(l + 22N (™ 4 2T whwe
(2"

2™ 4 2T wiws.

También se toma 3 = wiw; + zwjwr + 4(wiwy + zwjws) y se desarrolla de la siguiente manera.

B =272 (M 4 AT e + 2(27™ 4 2T M w22 4 42T w2 T M we 4 22T ™ T w2 M we )
(Z + Zl m)<272m+1w6 + Z2mflwg) + 4(megw6 4z m+1w6w6)

(2" + 21 )(z_2m+1w6 + sz_lwg) +4(z" + zl_m)wé‘wﬁ

(2™ 4 2" m)(

wrwe + wrwg + dwgwe).
De acuerdo a la segunda relacidn, se tiene

g=(G"+ zl_m)(uﬁwﬁ + wrwg + dwgwe)

= (2™ 4 2T wiws.
Con los desarrollos anteriores, concluimos o = 3, cumpliéndose asf la tltima relacién. ]

El resultado anterior al fin abre puertas para una familia de contracjemplos para cada caracteristica prima
positiva. Aunque en este caso todas las unidades encontradas presentan similitudes, se puede intuir que hay tantas
unidades en los campos K P, que posiblemente no siguen un patrén. El resultado principal de esta seccion se
sigue de la Proposicién 4.1.3 y la Proposicién 4.1.4.
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Teorema 4.1.5. Sea K un campo de caracteristica positiva d, sean m,n € 7y p,q,r,s € K(z,y,z) los
elementos definidos de la siguiente forma.

p=(1+z)(1+y) (" + 27" (1 =22,

¢=(+a) (@ +y ) (1= 2T Ly ) (14 2T (1 - T,
r=0+y H@+y)z™ (1 - 217292 L (14 2)2" (2" 4 2 (1 — 222
s=A4z+ac +y+y (1 —T2m)d2 4 p2moL

Entonces, p + qa + rb + sab es una unidad no trivial en K P;.

Con el anterior teorema, se puede conocer que existen infinitos campos K para los cuales K P tiene unidades
no triviales, pero estd lejos de abarcar todos los campos. Pero no incluye los campos de caracteristica cero como
R 6 C, que suelen ser los mds interesantes en trabajos relacionados con implicaciones topoldgicas. Fue Gardam
en [11] quien basdndose en las ideas de las unidades antes encontradas encontré un nuevo contraejemplo ahora
sobre el campo C.

Proposicion 4.1.6. Sean p,q,r,s € C(x,y, z) los elementos dados de la siguiente forma.

p=1—iz+iy+azy— (1+iz—iy+zy)z .,

g=aly P —iz+iylz— 2,
1

r=1+4+ix—1y "z —ayz,

s=14i(z—az ' —y+y 1z

i /4

Sea también w = €™/, Entonces p + wqa + w™'rb + sab es una unidad no trivial en CP;.

El elemento inverso que se propone para la unidad anterior se logra usando los siguientes “coeficientes”.

p=iz 142y iy — (e 12y iy Yz,
L1+ x_ly_lz — im_lz,

2

¢ =ia?y”
r' = —iy_l — azy_l +vy “z+1ixz,

/

=zt 4i(z—at—y+y

Entonces, se comprueba computacionalmente que (p' + wq'a +w™1r'b + s'ab)(p + wqa + w™lrb + sab) = 1.

4.2 Razonamiento de la Unidad

Los contrajemplos dados por Gardam y Murray en la seccién anterior evidencian que la conjetura de la
unidad es falsa, pero realmente sigue pareciendo todo muy arbitrario. Tiempo después a los resultados anteriores,
hubo trabajo a desarrollar para resolver diversas preguntas sobre los contraejemplos dados. Por ejemplo, sobre
determinar cudntas unidades hay en los anillos de grupo K P;, o cémo encontrar mas unidades no triviales.

En un articulo reciente, Bartholdi [2] dio algunos indicios que justificaban ciertos pasos en la eleccién de las
unidades encontradas en la seccién anterior. Junto a algunos comentarios mas dados por Passman en [25], podian
dejar mds en claro las aparentemente arbitrarias unidades dadas antes.
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Consideremos la funcién x: K P — K P definida de la siguiente forma.

r:ngg = r*:nggfl.

geP, geG

Notemos que se cumplen las siguientes propiedades,

* * *

. ()" = Z T99 = Z 7”9971 = Z Tgg =T.

geP; geP; geP;

= (rs) = > (Z rhsghg> * =y (Z rhsg(hg)l> =y <Z sgrhglh1> = s*r*.

geG \heG ge€G \heG geG \heG

A funciones que cumplen las propiedades anteriores, se les suele llamar anti-involuciones y convierten al al-
gebra K P; en algo conocido como una x-algebra (pronunciado “estrella-dlgebra”). Consideremos ademas los
homomorfismos o: P, — P;y x: P — {—1,1} definidos en los generadores a, b de P; de la siguiente forma.

Las funciones o, x inducen el homomorfismo 6: K P, — K P, dado por
01> reg| = x(g)rgoly).
geP, geP,
Por la definicién de o, se cumple o(o(g)) = g para cada g € Pi, por lo que se puede verificar lo siguiente,
010D reg| | =0 x@)reo(e) | =D x(a(9)x(9)reo(a(9)) = > x(c(9)x(9)rgg-
geP, geP, geP, geP,

Recordemos ahora la funcioén de longitud definida en la Seccién 1.3 para productos amalgamados (como es el
caso de P visto en la Seccién 3.4). Se puede observar que en realidad x(g) = (—1)long(@) y que long(o(g)) =

long(g), por lo que x((g))x(g) = (—1)210N8() = 1. Asf,

610 Z rgg | | = Z x((9))x(9)rgg = Z 99

geP; geP; geP;

Como o es un homomorfismo, o(g~!) = (c(g))~! y por lo tanto, #(r*) = (6(r))* para cada r € K P;. Esto
significa, de acuerdo a lo siguiente, que 6 o * es una anti-involucion.
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Asi, un elemento u € K P; se llamard #-unitario si uf/(u*) = 1. Tomemos un elemento v = p + qa + rb + sab
conp,q,r,s € K(x,y,z). Se puede ver, ya que K (z,y, z) es conmutativo, que se tiene

U = Pagyz + a_1QIyz + b_lrmyz + (ab)_lsmyz-

Ahora, lo anterior, de acuerdo a las relaciones (4.3), se puede reescribir de la siguiente forma:

U= Payz + @ ays + 0 Ty + (ab) says
= Poyz T T Aaye + Y Orayz + 27 (ab)say:
= Payz + T (Gayz)yz0 + ¥ (Fayz)azb + 27 (Sayz)ayab
= Dzyz t+ r gpa + y_lryb + 27 s.ab.

Aplicando 6, obtenemos

0(u*) = 0(pry- + v qea+y tryb+ 2 1s,ab)
= X(1)(Day=)y + x(@)2~ (g2)yo (@) + x(B)y(ry)yo (b) + x(ab)(z~"s:)yab~*
= Pzz — fb_lqycya - yry_lb + Z_lsyzay_lb

= Pzz — xfquya —rb+ zflsyzyab.

Abhora bien, considerando p, g,7,s como en la Proposicién 4.1.3, se cumple entonces s,., = s, y mediante
algunos detalles mds se observa la relacién

Yy 10(u*) = a:flpyz — xilyfquya —y b+ 27 s ab.

Ademas, desarrollando,

Y 'y =y (L4 27 (@ + y)wz + (1 + y)ws]
=y e i1+ :c)(:z: + 9 ws + (1 4y Hws

=1 +2)((y s Nz + e Yy we + (1 +y ws
=(1+az)(y ! xfl)w2+ (1+y Hws
= q.

Por lo que si p, ¢, 7, s son como en el Teorema 4.1.5y u = p+qa+rb-+ sab, se tiene v~ = y~10(u*). Tomando
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v = azub™ 1, se tiene

u)B((2)%)0((a)”)
(abab) Ho(a™)
1b a 1)9((1_1)

=

>
—~ o~

£

*

>
/—\/-\/\

a tababrz "

( )
(u®)
= by 10(u*)a” (abab)
(u*)a”
)

Asf que v~! = (v*) y por lo tanto, v es f-unitario. Con lo cual, para cada unidad encontrada en la seccién
anterior, se forma un elemento #-unitario. Una pregunta relevante, ya que se conocen unidades no triviales en
el anillo de grupo K P; con K de caracteristica positiva, es: ;Cudntas unidades hay? Lo hecho anteriormente
puede ayudar a resolver esta pregunta. Mds concretamente, para encontrar los generadores del grupo de unidades.
Evidentemente, el grupo P; y las unidades #-unitarias son generadores, ;pero son todos? Hasta ahora, para los
ejemplos conocidos no hay ninguna unidad que no esté generada de esta manera, por lo que esto contintia como
una posibilidad. Bartholdi encontré también las siguientes unidades u1, uo en Fo P; que también son #-unitarias.
U] = :Uyzfl +a 4 a:yflzfl + y*2 +1+2 24 yzil + y2 + yilzfl + xilyzfl + xilyflzfl
ettt xlyz + x_ly_lz

+(y_1z2+:z‘z+x_y 122—|—yz +x yz —I—ﬂcy+y z+y Yyzm y—l—x y -2

+2 2yt 1+ 2242 Ya
1

+2yz + 2y

zZ+yz+ :L"_ly_lz

zZ+ a:*nyl +a a2+ xily’lzfl +x+ryz + my’lz*1

+ ey ay
+oe e byt ly 2 20
+ @ e by P2 e e e e by 4 2 ey 2)ab

Uy = :cyzfl + wy’lzfl + y*2 +14zy+2a2z+ wyil + y2 + yilzfl + yzfl + xilyz

+ alc_ly_lz_1 +xyz + iz 4 :U_ly + xy_lz + x_ly_l + x_lyz + :B_ly_lz
+ (y_2 + xy_l +zz+ y_l +z+y+ x_ly_l +a 2+ x_2yz + m_ly +xy z4+ 2 4z
a4 yilzfl + xilyflzfl + yzfl +x+ x’lyzfl +z7 22+ mflyQ + x*2y)a
+ay e v etz day e by ey ey e 4y

+ (Z_1 + x4 a:yz_2 + x_Qyz_l +x2% 4 :L'_lyz_?’ +az7 27 4 :lt_lyz_1 + :B_2yz
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Recordemos el grupo de Soelberg
G=(z,y| (y2)* =2% (2%)* =y 2) = (z,y | 2y’ =y %, y2¥y® = 27?),

visto en la Seccién 3.4. Este grupo es interesante pues da otro ejemplo sencillo de un grupo que no satisface la
propiedad de producto tnico. Fue el mismo Gardam en [11] que dio con una unidad no trivial en este grupo. Lo
interesante es que se puede analizar con métodos similares a los vistos antes. Si ¢: G — G es el homomorfismo
definido en generadores por ¢(x) = 2y~ !y ¢(y) = 2%y~!, entonces Gardam prueba computacionalmente el
siguiente resultado.

Proposicion 4.2.1. Sea v € FoG el elemento

v=a+a oy P tyr 2ty ey ey e 4 (e ) oy (o)
vy ey ta(ye )2 oty 4yt -1,.2 1

T y_1 + y:v_zy:r_
+m2y+x2y_1:r2 +x_1y_1x_1 +x_1yx_3 oy 1
+ x3y

x! + y_l:ry_1 + xy
1x—2yx—1 ~|—yw2y_

1

—-1,.2 1$72y$71—|—l‘2yl‘2y7 .

2 +ayrty ety ey
Entonces v es un elemento ¢-unitario.

Otra observacion relevante en las unidades vistas antes y en general en el anillo de grupo K P, es que existe
una representacion del grupo en matrices 4 x 4 sobre K (z,y, z). Tomemos

01 0 0 0 0 10
z 0 0 0 0 0 0 1
A=lo 0 o o+t Y By, 0 0o
00 ylz 0 0 y=' 00

Simplemente se representa @ — Ay b — B. Por supuesto, esta representacién envia x — A%y — B?y
z — ABAB. En [7] se muestra un resultado relevante en la estructura de esta representacion, pues se prueba
que si U es una unidad en esta representacion, entonces det U € K. Hablando especificamente de las unidades
propuestas por Gardam y Murray, en [25] se muestra que de hecho las unidades planteadas satisfacen det U = 1.

LA CONJETURA DE LA UNIDAD

69



70

CAPITULO 4



5 DiscusioN

En este trabajo se dan a conocer las conjeturas de Kaplansky en anillos de grupo y se da un amplio panorama
acerca de los avances actuales, pero esto es solo una pequea fraccion de todo el trabajo realizado. En este capitulo
se presentan algunos resultados adicionales a los que se expusieron sin entrar mucho en detalle en cada caso y
para dar pauta a un posible trabajo futuro, pues sigue habiendo muchas cuestiones sin resolver en las conjeturas
de Kaplansky.

5.1 Progreso Adicional

El propésito de esta seccion es dar a conocer algunos resultados extra que se han realizado para la resolucion
de las conjeturas, aunque sin adentrarse mucho en cada resultado. Por ejemplo, en [33] se demuestra un teorema
acerca de la longitud definida para un elemento en un anillo de grupo. Si r € K G, se define lon(r) = |sop(r)|.

Teorema 5.1.1. Si G es un grupo libre de torsion y o, 3 € QG\{0}, con lon(a) = n,lon() = m, son tales
que af = 0, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

a) n>2,
b) m > 2,
c) n>36m > 16,
d n>160m > 3,
e)n>4o0m>71,
fln>7o6m>4.

Entre otros resultados interesantes sobre la conjetura, se encuentran algunos para verificar si un grupo sa-
tisface la propiedad de producto Unico. Por ejemplo, Litchman en [20] introduce la siguiente condicién para
subgrupos. Para un grupo Gy H < G, se dice que G es inerte sobre H si para cada par de subconjuntos A, B de
G tales que existe g € ABcon g ¢ H,existe v ¢ H tal que na.p(x) = 1. A través de esta condicién, Litchman
demuestra que si G 'y H son grupos con producto tnico inertes sobre algtin subgrupo comun K, entonces, G*x H
es un grupo con producto tnico. Mds tarde, Farbman en [9] generaliza el resultado de Litchman introduciendo
una propiedad mds compleja, a la cual llama condicién vnn.

Enla Seccién 3.4 se dieron algunos ejemplos de grupos que no satisfacen la propiedad de producto tinico, pero
actualmente se conocen bastantes ejemplos. En [24] se analizan diversos grupos que no satisfacen la propiedad
de producto tinico, con una forma ingeniosa de buscarlos. No solo eso, pues se dan cardinalidades minimas que
dos conjuntos en un grupo deben satisfacer para poder ser considerados en la bisqueda de no productos Unicos.

DISCUSION

71



72

Teorema 5.1.2. Sea G un grupo libre de torsion y A, B subconjuntos finitos de G. Si na.5(g) # 1 para cada
g € G, entonces, |A| + |B| > 16.

Mis aun, si se toma
Y ={(1,1,2,2),(1,2,3,3),(1,3,4,2),(1,4,3,2),(1,5,3,6),
(1,7,3,8),(2,1,5,8),(2,3,8,7),(2,4,5,6), (2,5,5,1)},
entonces el grupo definido por la siguiente presentacién no tiene producto tnico y es libre de torsion.
Gy = (a1,...,a8 | a;a; = apay  si(i,j,k,1) €Y).

En este caso, tomando A = {a1,...,as}, entonces A A no tiene producto tnico, lo cual hace a Gy un ejemplo
muy interesante, pues de acuerdo al Teorema 5.1.2, el producto A A tiene la cardinalidad minima posible, es decir,
|A| + |A| = 16 y ademds, es un ejemplo de par de conjuntos con esta condicién en el que ambos elementos del
producto son iguales.

También es importante rescatar, que de hecho, las conjeturas de divisor de cero y elementos idempotentes
han sido de relevancia para diferentes problemas topoldgicos existentes. Por ejemplo, si G es un grupo elemen-
talmente amenable y K es un campo, entonces en [18] se prueba que K G satisface la conjetura de divisor de
cero.

Por supuesto, con un enfoque dado por funciones para el anillo de grupo, hay conjeturas relacionadas con el
andlisis. Recordemos que si R es un anillo y G un grupo, el anillo de grupo puede ser definido también de la
siguiente forma.

RG = {r € RY | [sop(r)| < c0}.

Pero hay diversas generalizaciones para el anillo de grupo, por el ejemplo, se puede definir el espacio de Hilbert

LG ={rect Z Ir(g)|* < o0 ¢,
geCG
con el producto interior
(r,s) =Y _r(g)s(9)-
geCG
Bajo la anterior perspectiva, CG C L?G. También se puede definir el anillo

C.G={re cC | 7 es continua y sop(r) es compacto}.

Por supuesto, si G es un grupo con topologia discreta, toda funcién en C¢ es continua y los conjuntos compactos
de G son los finitos, por lo que C,.(G) = CG. Las operaciones en los anillos L2G'y C.G se definen de la misma
manera que fueron definidas para el anillo de grupo. Existe un encaje de C.G en L(L?Q), el espacio operadores
lineales continuos de L2G. Estd dado por r — T}, donde T}.(u) = ru. Bajo todas las anteriores ideas, se define la
C*-dlgebra reducida de GG como C*(G) = C.(G), donde la cerradura se da en el encaje visto antes en £(L%GQ).

Conjetura de Kaplansky-Kadison. Si G es un grupo libre de torsion, entonces C}(G) no tiene elementos
idempotentes diferentes de 0 y 1.

No es dificil ver que CG estd encajado en C}'(G) y por lo tanto, que la conjetura anterior implica la conjetura
de elementos idempotentes de Kaplansky en C. Pero mds generalmente, la importancia de la anterior conjetura
es que la conjetura de Baum-Connes implica la conjetura de Kaplansky-Kadison y a su vez, la conjetura de
elementos idempotentes de Kaplansky (Ver [3] y [38]). Por dltimo, es importante comentar que las conjeturas de
Kaplansky tienen relacién también con la conjetura de Farrell-Jones [1] y con la conjetura fuerte de Atiyah [21],
aunque no daremos mds detalles al respecto, ya que implicaria una discusién mds larga y complicada.
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5.2 Preguntas Abiertas y Trabajo Futuro

Durante la realizacién de este trabajo surgieron diversos cuestionamientos sin resolver, que son interesantes
para un posible trabajo futuro. Aqui se recaban algunas de las més relevantes y cémo posiblemente pueden ser
tratadas.

Se pudo comprobar la relevancia que los grupos con producto tinico tienen para las conjeturas de Kaplansky,
tanto asi que dos importantes grupos que no cumplen la propiedad de producto dnico, tampoco satisfacen la
conjetura de la unidad para diversos campos. En general, no se ha comprobado que exista un grupo que no
satisfaga la propiedad de producto tnico, pero que si satisfaga la conjetura de la unidad. Quizds suene entonces
aventurado con los pocos casos que se conocen pero es una posibilidad importante a considerar la siguiente
pregunta.

= P1.;Los grupos con producto tnico caracterizan a los grupos que satisfacen la conjetura de la unidad de
Kaplansky?

La siguiente pregunta es del estilo de la anterior, pues es aventurado decirlo, pero es curioso que el grupo
de Promislow que se demostré que no satisface la conjetura de la unidad para el campo Fs, tampoco la satisfaga
para diversos campos diferentes.

= P2. Sea G un grupo libre de torsién y K7 un campo tales que K G tiene unidades no triviales. Entonces,
si K3 es cualquier campo, ; K2G tiene unidades no triviales?

Fue interesante en la Seccién 3.4 que de cierta manera los ejemplos dados de grupos tenian dentro el grupo
de la botella de Klein y que aunque parecieran grupos algo diferentes se podian construir de la misma manera.

= P3.;Qué hace que el grupo de la botella de Klein aparezca en los ejemplos mas representativos de grupos
sin producto Unico?

Como se vio antes en la Seccidn 4.2, las unidades no triviales encontradas se encuentran determinadas por
la condicién de ser f—unitarias, lo que puede dar un indicio sobre todas las unidades posibles. Otro resultado
importante en el articulo [2] es que las unidades en el anillo de grupo Fo P} se pueden relacionar con las unidades
en el anillo de grupo Fo D, donde D, es el grupo dihedral infinito. Lo interesante es que todas las unidades en
este anillo de grupo se conocen, de acuerdo a [22], por lo que se puede ver cierta facilidad para encontrar algunas
unidades mas. Asi, se tienen las siguientes preguntas.

= P4. ;Hay una manera de relacionar las unidades no triviales de un anillo de grupo K'G con G libre de
torsion para algin otro anillo de grupo donde ya se conozcan las unidades?

= P5. ;Todas las unidades no triviales en un anillo de grupo son §-unitarias para algin 6?

Por ultimo, analizando el contracjemplo que dio Gardam sobre el anillo C, queda entonces la duda: ;Qué
tanto se puede generalizar este resultado? Durante la realizacion de este trabajo, se realizaron esfuerzos para
encontrar una unidad no trivial en el anillo R P;, usando andlogos de C como el anillo Q[+/2], pero queda atin la
respuesta abierta en general para cualquier campo de caracteristica cero.

= P6. Si K es un campo de caracteristica cero, jtiene K P; unidades no triviales?

DISCUSION
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APENDICE - Copicos COMPLEMENTARIOS

A lo largo de este texto, distintos algoritmos computacionales fueron desarrollados para la ayuda de cdlculos
repetitivos. Durante este trabajo se utiliz6 principalmente la libreria Sympy de Python. Para ver documentacién
completa de Sympy se puede consultar [37].

Algunas nociones basicas de Sympy para célculos de grupos se dan a continuacién. Durante todo el desarrollo
de este apéndice se supone que se han cargados las siguientes librerias.

from sympy.combinatorics.free_groups import free_group
from sympy.combinatorics.fp_groups import FpGroup
from tabulate import tabulate

Para definir grupos dada una presentacion, primero es necesario definir el grupo libre sobre el que se va a
hacer cociente e implicitamente, las letras que se reservaran para el grupo, lo que se hace ejemplificado de la
siguiente manera.

F1, 1 = free_group("1")
F2, x, y = free_group("x,y")
F3, a, b, ¢ = free_group("a,b,c")

Lo anterior define los grupos libres en uno dos y tres generadores respectivamente, usando las letras corres-
pondientes, es decir, si A = {l}, B = {z,y},C = {a,b,c}, entonces, F'1 = F4, F2 = Fgy 3 = F¢. Una
vez definido un grupo libre, para tener un grupo dado su presentacion, simplemente se hace cociente del grupo
libre sobre la presentacion del grupo utilizando la funcién FpGroup. Por ejemplo, para definir G = <x, Y | xy2>
se utiliza el siguiente cédigo.

F, x, y = free_group("x,y")
G = FpGroup(F, [xxy=#x%x2])

Como se vio antes, es necesario indicar las multiplicaciones del grupo con el operador *. Las potencias de
un elementos se escriben como habitualmente en python, es decir, ™ se escribe como x * *n. Para saber si dos
elementos a, b del grupo G son iguales, se puede usar el método equals, en este caso, de la siguiente manera.

G.equals(a,b)

Lo anterior es una variable booleana y es importante aclarar que dependiendo del grupo, el método puede sufrir
el problema de la palabra, es decir, que el método puede no decidir si dos elementos son iguales o no. La identidad
del grupo G se llama de la siguiente manera.

G.identity

APENDICE - CODIGOS COMPLEMENTARIOS
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Cdédigo A

Este c6digo comprueba que el grupo de Soelberg usado en la Seccién 3.4 no es isomorfo al grupo de Pro-
mislow P, usando el método siguiente, donde GG es un grupo y n es un entero positivo.

low_index_subgroups (G,n)

Lo que regresa este método es, dado un grupo G, todos los subgrupos de indice a lo mas n (salvo conjugacion).
Los regresa en forma de tablas de cosets (mds informacién en la documentacién), pero en este caso solo nos
importard la cantidad de subgrupos que genera cada caso. El c6digo para comprobarlo es el siguiente.

from sympy.combinatorics.fp_groups import low_index_subgroups
F, x, y = free_group("x,y")
G = FpGroup(F, [x = (y%%2) % (xkk—-1) % (y#*%x2),
y ok (X##2) % (y##3) w (xX%%2)])
Pl = FpGroup(F, [x#(y#x2)s(Xkk—1)sk(yx%2),yx(Xkx2)k(yskk—1)%k(x%%2)])

r = low_index_subgroups (G, 3)

s = low_index_subgroups(P1l, 3)

conr = 0

cons = 0

for coset_table in r:
print(coset_table.table)
conr += 1

print (conr)

for coset_table in s:
print(coset_table.table)
cons += 1

print (cons)

El anterior c6digo calcula la cantidad de subgrupos de indice a lo mds tres e imprime las tablas de cosets
correspondientes. En este caso se observa que el resultado es seis y siete, respectivamente, por lo que P; y G no
son isomorfos.

Cédigo B

La forma mds obvia de comprobar que dos conjuntos tienen o no la propiedad de producto tnico es sim-
plemente multiplicarlos y ver la cantidad de productos que dan igual. En este sentido, el siguiente método toma
un grupo finitamente presentado GG y dos conjuntos A, B de GG. El método también requiere una tercer variable
booleana que solo decide si se imprime una tabla en pantalla o se regresa el arreglo con los valores.

def multiplicar (G,A,B,imprimir_tabla)
total_productos = []
contador = 0

for i in range(len(A)):
for j in range(len(B)):
producto = G.reduce(A[i] * B[j])




Como se usa el método “equals”, el anterior método puede no determinar que dos productos son iguales, por
lo que podria generar un elemento mds en la tabla final. En todo caso, si el método determina que dos conjuntos
no tienen producto tinico, estaria en lo correcto, pero cuando el método dice que si se tiene producto tinico podria

encontrado = False
for elemento in total_productos:
if G.equals(producto, elemento[0]) is not None:
if G.equals(producto, elemento[0])
contador += 1
elemento[1] += 1
elemento [2]. append ([A[i], B[j]1])
encontrado = True
break
if not encontrado:
total_productos .append ([ producto, 1, [[A[i]l, B[j11]1])

if imprimir_tabla
titulos = ["Productos","Cantidad", "Pares"]
info_tabla = [[str(elemento[0]), elemento[1],
elemento[2]] for elemento in total_productos]
tabla = tabulate (info_tabla , titulos , tablefmt="fancy_grid")
print(tabla)
else:
return total_productos

no ser correcto.

Codigo C

Aprovechando el método anterior y verificando la paridad se pueden realizar métodos que te den como re-
sultado el soporte de la suma y el producto de dos elementos en Fo(G. Ambos métodos piden como entrada el
grupo GG y dos conjuntos A, B que son los soportes de los elementos de FoG. El método “su” regresa el soporte

de la suma de los dos elementos y el método “mu’ regresa el soporte del producto de dos elementos.

def mu(G,A,B):

def

multiplicaciones = multiplicar (G,A,B, False)
soporte_total = []
for multiplicacion in multiplicaciones
if multiplicacion[1]%2 == 1:
soporte_total .append(multiplicacion[0])
return soporte_total

su(G,A,B)
sj = A+ B
suma = multiplicar (G,sj ,[G.identity ], False)

APENDICE - CODIGOS COMPLEMENTARIOS
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soporte_total = []
for multiplicacion in suma
if multiplicacion[1]%2 == 1:
soporte_total .append(multiplicacion[0])
return soporte_total
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